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1. Einleitung
By providing financial protection against the major 18th
and 19th century risk of dying too soon, life assuran-
ce became the biggest financial industry [...] providing
financial protection against the new risk of not dying
soon enough may well become the next century’s major
and most profitable related financial instrument.
(Peter Drucker, The Economist 1999)
Der Anstieg der Lebenserwartung ist in den vergangenen Jahren für viele Pen-
sionskassen und Versicherungen kapitalintensiver geworden (Biffis & Blake, 2009).
Ein Grund dafür ist die systematische Unterschätzung der Langlebigkeit, welche zu
erheblichen finanziellen Verpflichtungen in den Bilanzen dieser Unternehmen führt.
Das Geschäft von Versicherungen besteht zumeist darin, biometrische Risiken (Tod,
Erleben oder Invalidität) zu übernehmen. Bis vor wenigen Jahren dominierten Ver-
sicherungsprodukte, welche das Todesfallrisiko absicherten. In den vergangenen 20
Jahren mussten sich die Versicherer vermehrt der Frage zuwenden, wie sich der Er-
trag des Sparvorganges der aktiven Lebensphase in eine sichere und planbare dau-
erhafte Ertragsquelle für die Rentenphase umwandeln lässt. Hierbei ist die Lang-
lebigkeit ein elementares Risiko (Blake, Cairns, Dowd & MacMinn, 2006). Welche
Rentenhöhe eine Versicherung seinen Kunden für einen regelmäßigen Beitrag garan-
tieren kann, errechnet sich aus dem Rechnungszins und den Sterbewahrscheinlich-
keiten für die gesamte mögliche Dauer der Versicherung. Ist das Eintrittsalter in
die Versicherung niedrig, kann die Versicherungsdauer mehr als 75 Jahre betragen.
Anpassungsmöglichkeiten bezüglich der Rentenhöhe oder -dauer hat der Versicherer
nach Vertragsabschluss kaum. Kommt es dann zu einem unerwarteten Anstieg der
Lebenserwartung, müssen die Firmen die Renten länger auszahlen als erwartet. Diese
Mehraufwendungen tragen die Versicherer, da sie von den Rentnern keine zusätzli-
chen Beträge verlangen können. Weltweit wird diese Versicherungslücke auf bis zu
20 Billionen US-Dollar geschätzt (Loeys, Panigirtzoglou & Ribeiro, 2007). Ziel die-
ser Arbeit ist es, ein Finanzmarktinstrument zu entwickeln und zu bewerten, welches
diese Langlebigkeitsrisiken und damit die Versicherungslücke auf den Kapitalmarkt
transferiert.
Für Rentenversicherungen und Pensionskassen sind gut kalkulierte Sterbetafeln
1
1. Einleitung
eine wichtige Grundlage. Die statistische Basis für die Prognosen der Sterbewahr-
scheinlichkeiten ist in Deutschland und in allen anderen Industrienationen sehr gut.
Aus diesen Daten von über 100 Jahren erkennt man einen anhaltenden und stabilen
Trend zur Erhöhung der Lebenserwartung (Olivieri, 2001). Bei den Berechnungen
der Sterbetafeln lassen die Aktuare größtmögliche Vorsicht walten. Dies steht je-
doch mit anderen Unternehmensinteressen im Konflikt, wie beispielsweise geringe
Kapitalkosten oder bezahlbare Produkte für den Kunden. In den letzten 20 Jahren
haben deutsche Aktuare für Lebensversicherer drei neue Sterbetafeln entwickelt. Je-
des Mal wurden diese wegen zu großer Vorsicht kritisiert (Netzel, 2003). Hinterher
hat sich gezeigt, dass bei den ersten beiden nicht ausreichend Vorsicht bestand, wie
beispielsweise bei der Sterbetafel DAV 1994 R. Bei dieser war das Problem zu lö-
sen, dass die Verringerung der Sterberaten seit dem Ende des 19. Jahrhunderts bis
Ende der 1970er einen einigermaßen konstanten Trend aufwies, diese sich danach
aber deutlich beschleunigte. Bei den Berechnungen der Sterbetafeln (DAV 1994 R)
gingen die Aktuare davon aus, dass der beschleunigte Trend seit den 1970ern nicht
länger anhält. Nur zehn Jahre später wurde eine neue Sterbetafel notwendig: die
DAV 2004 R, da sich die Lebenserwartung stark erhöht hatte. Diese neue Sterbe-
tafel berücksichtigte den schwächer gewordenen kurzfristigen Trend seit den 1970er
Jahren ebenso stark wie den langfristigen (Deutsche Aktuargesellschaft, 2005).
Eine derart unerwartet rasant gestiegene Lebenserwartung birgt erhebliche finan-
zielle Konsequenzen für die Versicherer. Um auf die gestiegene Bezugsdauer während
der Rentenphase zu reagieren, können beispielsweise die Unternehmen für Mitarbei-
ter, die eine betriebliche Altersversorgung erhalten, entsprechend höhere Beiträge
zahlen oder die Rentenleistung kürzen. Pensionskassen dagegen müssen für die be-
stehenden Verträge die Deckungsrückstellung erhöhen. Die Pensionskassen können
diese Nachfinanzierung dabei zumeist nur über höhere Beiträge der Arbeitgeber
oder aus den Zinsüberschüssen bestreiten. Da in den vergangenen Jahren das Zins-
niveau relativ niedrig war, sind die Überschüsse nicht mehr so hoch wie in vorherge-
henden Jahrzehnten. Somit verbleibt neben der Nachfinanzierung für die steigende
Lebenserwartung nur noch ein geringer finanzieller Spielraum und das Risiko der
Langlebigkeit rückt immer stärker in den Fokus der Pensionskassen und Versicherer
(Blake, Cairns & Dowd, 2006).
Ein anderer Weg im Umgang mit den angesprochenen Risiken ist der Trans-
fer dieser Risiken weg von den Pensionskassen und Versicherungen hin zu ande-
ren Vertragspartnern. Der traditionelle Weg in der Versicherungsbranche liegt bei
den (Rück-) Versicherungsmärkten. Diese Märkte haben aber nicht ausreichend Ka-
pazität und Liquidität, um die weltweit erwartete Versicherungslücke von 20 Bil-
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lionen US-Dollar zu schließen (Loeys et al., 2007). Der Kapitalmarkt könnte hier-
bei eine Schlüsselposition einnehmen, da dieser nicht nur zusätzliche Kapazitäten
und Liquiditäten bereitstellt, sondern auch mehr Transparenz und ein effizienteres
Preissystem für Mortalitätsrisiken bieten kann. Laut Jochen Sanio von der Bun-
desanstalt für Finanzdienstleistungen werden die Kapitalmärkte bei der Lösung de-
mographischer Probleme und Risiken eine zentrale Rolle einnehmen (Sanio, 2007).
Diese ermöglichen nämlich „die Koordination der Liquiditätsströme zwischen den
Generationen“(Sanio, 2007). Bereits heute gibt es am Kapitalmarkt neue Instru-
mente zur Absicherung demographischer Risiken, die bisher weitgehend Versicherer
und Rückversicherer tragen. Versicherungsrisiken können in den Kapitalmarkt, Ka-
pitalmarktrisiken in den Versicherungsmarkt transferiert werden. Das stimuliert die
Konvergenz von Versicherungs- und Kapitalmarkt (Cummins & Weiss, 2009). Dies
gilt auch für Produkte, die das Langlebigkeitsrisiko betreffen.
Blake und Burrows (2001) waren die Ersten, die eine Verwendung von mortali-
tätsbasierten Wertpapieren (Mortality-linked Securities) befürworteten, um damit
das Langlebigkeitsrisiko von den Versicherern auf den Kapitalmarkt zu transferie-
ren. Ihr Vorschlag hat in den vergangenen Jahren eine beachtliche Aufmerksamkeit
erfahren. Versicherer sind grundsätzlich zwei Arten von systematischen mortalitäts-
bezogenen Risiken ausgesetzt. Auf der einen Seite gibt es das kurzfristige Sterbe-
risiko, bei dem über einen kurzen Zeitraum die Sterberaten deutlich höher liegen
als normalerweise. Für die Absicherung von kurzfristig erhöhten Sterberaten wer-
den - seit der erfolgreich platzierten Swiss Re Mortalitätsanleihe im Jahr 2003 -
Anleihen ausgegeben. Auf der anderen Seite gibt es das Langlebigkeitsrisiko, wel-
ches die Unsicherheit im langfristigen Trend der Mortalitätsraten und den Einfluss
auf die dauerhafte Überlebenswahrscheinlichkeit der Individuen widerspiegelt. Mit
dem Langlebigkeitsrisiko geht eine erhöhte Lebenserwartung und somit eine länge-
re Rentenphase einher. Der Transfer des Langlebigkeitsrisikos von den Versicherern
auf den Kapitalmarkt liegt im Fokus dieser Arbeit. Das Scheitern der ersten Langle-
bigkeitsanleihe im Jahr 2004 wird vor allem auf strukturelle Schwächen im Aufbau
der Anleihe, aber auch der mangelnden Erfahrung der Marktteilnehmer zurückge-
führt (Blake, Cairns, Dowd & MacMinn, 2006; Blake, Cairns & Dowd, 2006). Diese
Defizite werden in dieser Arbeit analysiert, um anschließend eine verbesserte Anlei-
henstruktur vorzuschlagen. Für die mangelnde Erfahrung der Marktteilnehmer ist
es hilfreich, eine entsprechende Anleihe so einfach wie möglich zu strukturieren und
deren Aufbau und Bewertung transparent zu gestalten. Weiterhin muss ein Morta-
litätsmodell den Risikotransfer zum Investor hin klar abbilden und eine Szenarien-
analyse für die Bewertung bieten können. In der Aktuarforschung wurde bereits ein
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hoher Aufwand geleistet, um ein Mustermodell zu erstellen. Cairns, Blake und Dowd
(2006b) bieten einen detaillierten Einblick und eine Kategorisierung von stochasti-
schen Sterberatenmodellen im Kontext von Mortalitätsrisiken. Lin und Cox (2008)
weisen darauf hin, dass Sprünge bei Sterberaten mit beachtet werden müssen, da
die Gründe für die Entwicklung von mortalitätsbasierten Wertpapieren in der Absi-
cherung von extremen Mortalitätsrisiken liegen.
Diese extremen Mortalitätsrisiken werden zumeist durch seltene Ereignisse her-
vorgerufen, welche die Langlebigkeit stark beeinflussen. Solche seltenen Ereignisse
müssen bei der Verbriefung von Langlebigkeitsrisiken explizit modelliert werden. Ein
Modell mit dauerhaften Sprungeffekten ist hier notwendig, da die größte Sorge von
Investoren nicht die fortlaufende zunehmende Lebenserwartung ist, sondern dass die
aggregierte Langlebigkeit sprunghaft ansteigt (Lin & Cox, 2008). Beispielsweise ist
in Deutschland im Jahr 2007 eine Krebserkrankung der Grund für über ein Vier-
tel der Todesfälle1. Wenn es in der medizinischen Forschung zu einem Durchbruch
bei der Heilung von Krebs kommen würde, könnten die Sterberaten beträchtlich
fallen und der Effekt der Mortalitätssenkung wäre lang anhaltend. Jedoch beste-
hen bei der Modellierung dieser Ereignisse einige Schwierigkeiten. Die vergangenen
Beobachtungen geben nur unzureichend Kenntnis über seltene Ereignisse, die das
Langlebigkeitsrisiko betreffen. In der Regel vollzieht sich die Senkung der Sterbe-
raten langsam, aber stetig. Dieser Prozess wird durch verschiedene Faktoren aus
sozialökonomischen, biologischen, Umwelt- und Verhaltensaspekten beeinflusst. Es
ist schwer möglich, alle Faktoren in ein Modell zu integrieren. Der Mangel an kon-
sistenten Daten erschwert die Modellierung zusätzlich. Stichprobenfehler und unbe-
ständige Sterberaten treten bei Daten für Individuen im sehr hohen Alter auf.
Neueste Entwicklungen in der Extremwerttheorie bieten ein alternatives Vorgehen,
um die genannten Probleme und Defizite bei der Modellierung der Langlebigkeit zu
beheben. Beelders und Colarossi (2004) beschreiben den möglichen Nutzen der Ex-
tremwerttheorie bei der Modellierung von Mortalitätsanleihen anhand der Swiss Re
Anleihe. Sie gelangen zu dem Schluss, dass der Ansatz über die Extremwerttheorie
ein sehr nützlicher ist, jedoch sehr wenige Beobachtungen über extreme Mortali-
tätsveränderungen vorliegen. Bestehende Modelle für Langlebigkeitsanleihen achten
in der Regel auf eine gute Anpassung im Zentrum der Verteilung oder modellieren
die Ränder der Verteilung unabhängig vom Zentrum. Um die Informationen der
gesamten Verteilung zu nutzen, werden die Sterberaten in dieser Arbeit durch ein
Mischmodell bestehend aus einer Normalverteilung im Zentrum und der Extrem-
wertverteilung an den Rändern abgebildet. Hierdurch können sämtliche verfügbare
1 Quelle: Statistisches Bundesamt Deutschland, https://www-genesis.destatis.de
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Daten in einem Ansatz genutzt werden, um die zukünftige Entwicklung der Ster-
beraten im Kontext von Langlebigkeit zu beschreiben. Dieses Vorgehen liefert zum
einen eine gute Anpassung an die historischen Daten und ermöglicht zugleich extre-
me Ereignisse in der Out-of-Sample zu extrapolieren.
Für den Risikotransfer auf den Kapitalmarkt müssen die mortalitätsbasierten
Wertpapiere zudem noch bewertet werden. Die Preisfindung von jeglichen Lang-
lebigkeitsderivaten wirft Probleme auf, da diese von den Schätzungen von zukünfti-
gen Mortalitätstrends und anderen Unsicherheiten abhängt. Im noch sehr unreifen
Markt für Langlebigkeitsrisiken kann das klassische Bewertungsverfahren der risi-
koneutralen Bepreisung nicht genutzt werden. Das Fehlen der Liquidität im Markt
bringt Unvollständigkeit hervor, welche typisch für nicht handelbare Forderungen ist
(Wills & Sherris, 2010). Außerdem ist die klassische Methode der Arbitragefreiheit
nicht anwendbar, da diese auf der Risikoreplikation aufbaut (Barrieu & Albertini,
2009). Die Replikationstechnik erfordert Märkte mit sehr hoher Liquidität und
stark gehandelten Gütern. In einem vollständigen Markt ergibt sich der Preis einer
Forderung aus den erwarteten zukünftigen diskontierten Zahlungsströmen, die auf
Grundlage des risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmaßes kalkuliert werden. Diese
Wahrscheinlichkeitsmaße werden in der Regel bei den bestehenden Langlebigkeits-
modellen genutzt. Im Markt für Langlebigkeitsrisiken existiert jedoch noch kein sol-
ches Maß, was die Bewertung von Finanzmarktinnovation entscheidend erschwert.
Um dieses Defizit zu beheben, wird ein auf Marktdaten basierendes Bewertungsmo-
dell verwendet. Ein Markt für versicherungsbasierte Anleihen, in den auch Anleihen
für Sterberisiken fallen, besteht seit Mitte der 1990er Jahre (Lane, 2000). Da ver-
sicherungsbasierte Anleihen eine vergleichbare Struktur zu Langlebigkeitsanleihen
aufweisen, wäre eine Übertragung des Bewertungsschemas vom Markt für versi-
cherungsbasierte Anleihen auf Langlebigkeitsanleihen denkbar (Chen & Cummins,
2010). Der Ansatz in diesem Versicherungsmarkt erfolgt über den Risikoaufschlag.
Investoren verlangen üblicherweise einen Aufschlag, um die übernommenen Risiken
zu kompensieren. Eine Übertragung dieses Ansatzes könnte die Preisbereitschaft der
Investoren für Langlebigkeitsrisiken präzise erfassen und den Einstieg in den Markt
für solche Risiken ermöglichen.
Ziel dieser Arbeit ist eine Langlebigkeitsanleihe zu entwickeln, die die bestehen-
den Probleme des Transfers von Langlebigkeitsrisiken auf den Kapitalmarkt löst.
Hierfür wird eine geeignete Struktur der Anleihe benötigt, die beide Parteien der
Transaktion nicht überfordert und dennoch ausreichend Absicherung gegen die Ri-
siken verspricht. Ein Mortalitätsmodell für deutsche Daten, welches die Entwick-
lung der Sterberaten, aber auch die Langlebigkeitsrisiken explizit modellieren kann,
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wird für die Anleihe benötigt und soll in dieser Arbeit entwickelt werden. Zur Be-
stimmung des Risikoaufschlages für die Investoren wird ein versicherungstechnischer
Bewertungsansatz vorgestellt, der die Charakteristika von Mortalitätsanleihen be-
rücksichtigt.
Struktur der Arbeit
Kapitel 2 wendet sich ganz allgemein den mortalitätsbasierten Wertpapieren zu und
beschreibt die Idee für den Transfer von Mortalitätsrisiken zum Kapitalmarkt. Da-
bei werden zunächst die Gründe und Handlungsmöglichkeiten für Versicherer und
Pensionskassen erörtert. Die anschließend beschriebenen theoretischen Formen von
mortalitätsbasierten Wertpapieren sollen einen Überblick über das Potenzial sol-
cher Finanzinnovationen geben. Die Entwicklung des Marktes für Mortalitätsrisiken
und die nicht erfolgreiche Platzierung einer Langlebigkeitsanleihe durch die Euro-
pean Investment Bank im Jahr 2004 schließen sich an. Darauf aufbauend werden die
Vor- und Nachteile bestehender Verbriefungen des Langlebigkeitsrisikos aufgezeigt
und ein eigener Vorschlag für den Aufbau einer Langlebigkeitsanleihe präsentiert.
Mittels einer Reihe von Put Option Spreads kann das einzusetzende Kapital der
Versicherer bzw. Pensionskassen minimiert und das Langlebigkeitsrisiko über eine
Zweckgesellschaft direkt zum Kapitalmarkt weitergeleitet werden.
Kapitel 3 setzt den Fokus auf die Modellierung der Sterberaten. Ein historischer
Überblick über die Benutzung von Sterberatenmodellen und die Einteilung der ver-
schiedenen Ansätze leiten das Kapitel ein. Der Schwerpunkt liegt auf den neueren
Modellen, bei denen unterstellt wird, dass sich die Sterberaten stochastisch ent-
wickeln. Modelle im zeitdiskreten und zeitstetigen Kontext bauen darauf auf. Die
Analyse der Sterberaten deutscher Männer der Jahre 1956 bis 2008 mit neun unter-
schiedlichen Mortalitätsmodellen bildet die Grundlage für die beiden nachfolgenden
Kapitel. Für die Analyse werden erstmals mehrere Modelle direkt miteinander ver-
glichen. Neben der Anpassung der jeweiligen Modelle an die historischen Daten wer-
den dabei auch Simulationen zum zukünftigen Verlauf der Sterberaten präsentiert
und deren Prognosequalität verglichen. Einige der vorgestellten Modelle integrieren
Kohorteneffekte, sogenannte geburtsjahrgangsspezifische Einflüsse. Bei der Progno-
se dieses Effektes treten häufig Schwierigkeiten auf, da deren Vorhersagen teilweise
unplausibel sind. Ein neuartiger Ansatz zur Prognose des Kohorteneffektes für das
höhere Alter wird daher vorgestellt. Dieser baut auf einer Mischung aus determinis-
tischen und stochastischen Variablen auf.
Der Mortalitätsfaktor, der Parameter für den Periodeneffekt in Sterberatenmo-
dellen, ist zentraler Gegenstand in Kapitel 4. Zu Beginn werden die in der Literatur
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verwendeten Modelle mit Sprungeffekten vorgestellt, welche die Entwicklung des
Mortalitätsfaktors beschreiben. Sprungprozesse werden in ein Mortalitätsmodell in-
tegriert, um die extremen Mortalitätsrisiken (sei es Langlebigkeit oder kurzfristig
hohe Sterberaten) zu erfassen und diese von den kleinen zufälligen Schwankungen
zu trennen. Eine Modellierung dieser beiden Einflüsse in einem Ansatz ist daher
nicht angebracht. Der hier neu entwickelte Ansatz für die Modellierung des Morta-
litätsfaktors sieht vor, die extremen Mortalitätsrisiken von kleinen zufälligen Ster-
beratenschwankungen zu trennen. Es wird ein Mischmodell implementiert, welches
neben einer guten Anpassung an historische Daten auch extreme Ereignisse in den
Out-of-sample Bereich extrapolieren kann. Dieses neue Verfahren wird durch die
Resultate bei der Analyse der Sterberaten von Deutschland, Finnland, Frankreich,
Schweden und den USA empirisch unterstützt. Da viele Versicherer internationale
Portfolios besitzen, also Individuen aus verschiedenen Ländern absichern, wird hier
ein globaler Mortalitätsfaktor vorgeschlagen, um die Sterberaten in verschiedenen
Ländern simultan zu bestimmen und die zu beobachtende Konvergenz der Mortalitä-
ten korrekt zu erfassen. Bei der Entwicklung von mortalitätsbasierten Wertpapieren
darf diese erkennbare Abhängigkeit zwischen den Sterberaten vergleichbarer Öko-
nomien nicht vernachlässigt werden, anderenfalls kann dies zu Fehlbewertungen von
Mortalitätsrisiken führen.
Wie die in dieser Arbeit vorgeschlagene Langlebigkeitsanleihe zu bewerten ist,
wird in Kapitel 5 näher untersucht. Als Erstes muss in diesem Zusammenhang ge-
klärt werden, ob eine Abhängigkeit zwischen der Entwicklung der Ökonomie und der
Entwicklung der Sterberaten besteht. Falls sich die Sterberaten und die Zinssätze
in irgendeiner Weise beeinflussen, muss diese Abhängigkeit bei der Preisfindung be-
achtet werden. Aufgrund der gegebenen Marktstruktur für Mortalitätsrisiken wird
ein Bewertungsansatz verwendet, der einen Risikoaufschlag für die Investoren für
das übernommene Risiko vorsieht. Eine Methode zur Preisfindung versicherungsba-
sierter Anleihen wird als Basis genutzt und für das neue Finanzprodukt modifiziert.
Hierfür werden über 420 sogenannte versicherungsbasierte Wertpapiere analysiert.
Mittels dieses weiterentwickelten Ansatzes wird die Bepreisung der Langlebigkeits-
anleihe realisiert und das Kapitel schließt mit einer ausführlichen Szenarienanalyse
ab.
Kapitel 6 fasst die wesentlichsten Erkenntnisse zusammen.
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Es ist schwierig, eine exakte Definition von Sterberisiken und Langlebigkeitsrisiken
anzugeben. Diese beiden Begriffe werden üblicherweise in einem Kontext verwendet,
woraus sich auch deren Zweck ableitet (Donohue, Maclean & Peard, 2009). Mittels
der folgenden Beschreibung soll die Bedeutung der Begriffe veranschaulicht werden.
Aus der Perspektive eines Investors, einer Institution für Lebensversicherungen
oder anderer wirtschaftlicher Wettbewerber wie Pensionskassen kann von Sterbe-
risiko gesprochen werden, wenn die realisierten Sterberaten in der Form von den
Erwartungen abweichen, dass diese ansteigen und einen wirtschaftlichen Verlust ver-
ursachen. Das Risiko eines ökonomischen Verlustes aufgrund von Sterberaten, die
unter den Erwartungen liegen - also eine Senkung der Sterberaten - wird als Langle-
bigkeitsrisiko bezeichnet1 (Donohue et al., 2009). Beide Begriffe zusammen werden
in dieser Arbeit unter dem Begriff Mortalitätsrisiko subsumiert. Das Mortalitätsri-
siko im Kontext der vorliegenden Arbeit zielt somit auf die finanziellen Risiken ab,
die durch eine Abweichung der realisierten von der prognostizierten Mortalitätsra-
te induziert werden. Ein ökonomisches Risiko aus den Sterberaten ergibt sich (und
hierdurch das Sterbe- und Langlebigkeitsrisiko), wenn Verpflichtungen zur Zahlung
eines Betrages oder von Beträgen aus dem Tod oder Überleben eines oder mehre-
rer Individuen folgen. Ob das ökonomische Risiko aus den Sterberaten ein Sterbe-
oder Langlebigkeitsrisiko ist, hängt von der Struktur des ökonomischen Risikos ab
(Donohue et al., 2009). Beispielsweise folgt aus der Verpflichtung zur Zahlung einer
Summe bei einem Todesfall das Sterberisiko und die Verpflichtung zur Zahlung ei-
ner Summe beim Überleben das Langlebigkeitsrisiko. Aus dem Recht Zahlungen zu
erhalten, folgt die Umkehrung der Risikobegriffe. Das bedeutet, aus dem Recht eine
Zahlung zu erhalten, falls ein Individuum überlebt, folgt das Sterberisiko. Zahlreiche
Verträge beinhalten das Recht, eine Summe zu zahlen oder zu empfangen, abhängig
vom Überleben oder Todesfall, ebenso beinhalten diese Verträge Anwartschaftsrech-
te und -verpflichtungen2. In Fällen, bei denen beide Risiken vorkommen, wird in
1 Der Fakt, dass beide Begriffe sich aus der Entwicklung der tatsächlichen Sterberaten ableiten,
verursacht häufig Verwirrung. Der Richtungswechsel der Sterberaten ist beim Verständnis der
Begriffe Sterberisiko und Langlebigkeitsrisiko der Schlüssel. Eine Senkung der Sterberaten
entspricht dem Anstieg der Langlebigkeit und somit dem Begriff Langlebigkeitsrisiko.
2 Beispielsweise kann ein Versicherungsnehmer das Recht bekommen, eine Prämie an einem zu-
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der Regel das überwiegende Risiko allein genannt (Donohue et al., 2009). In dieser
Arbeit wird der Fokus auf der Verpflichtung zur Zahlung von Versicherungsunter-
nehmen und Pensionskassen gelegt. Vordergründig wird auf das Langlebigkeitsrisiko
eingegangen. Das Sterberisiko wird an geeigneten Stellen mit in die Arbeit integriert,
da diese Risikoart zahlreiche Parallelen aufweist und sehr häufig bei der Analyse von
Mortalitätsrisiken genutzt wird.
Im Vergleich zur Terminologie im Finanzmarkt mangelt es den beiden Begriffen
Sterbe- und Langlebigkeitsrisiko an Genauigkeit. Ist bspw. ein Investor vom Risi-
ko steigender oder fallender Aktienkurse und hierdurch von einem wirtschaftlichen
Verlust betroffen, wird Ersteres als „short“ und Letzteres als „long“ bezeichnet.
Überträgt man dies auf Mortalitätsrisiken, so sind „long“ Sterberisiko und „short“
Langlebigkeitsrisiko äquivalente Konstrukte und somit redundant (Donohue et al.,
2009). Außerdem werden die Begriffe Sterbe- und Langlebigkeitsrisiko normalerweise
zur Beschreibung des Einflusses der normalen Verschiebung im Niveau der Sterbe-
raten genutzt und nicht zur Beschreibung einer Terminstruktur der Sterberaten, wie
bspw. im Kontext von Zinsstrukturkurven. Da zunehmend versucht wird, Mortali-
tätsrisiken auf den Kapitalmarkt zu transferieren, wird die Terminologie in diesem
Kontext zunehmend von der Terminologie des Kapitalmarktes beeinflusst.
Zentraler Inhalt dieses Kapitels ist es, Begriffe wie Mortalitätsswap oder Langle-
bigkeitsindex im Kontext von Mortalitätsrisiken und dem Kapitalmarkt zu erläutern.
Neben der grundlegenden Terminologie werden mögliche Finanzmarktprodukte auf
Grundlage von Sterberaten beschrieben und deren Eignung für den Risikotransfer
untersucht. Welche Risikoklassen dabei zu unterscheiden sind und wie das Hedging
von Mortalitätsrisiken zu bewerten ist, ist ebenso Bestandteil dieses Kapitels wie
der Überblick über die bisherige Entwicklung des Kapitalmarktes von sogenann-
ten mortalitätsbasierten Wertpapieren. Nach dem Aufzeigen der Vor- und Nachtei-
le bereits existierender Wertpapiere wird die in dieser Arbeit entwickelte Anleihe
für Langlebigkeitsrisiken (Langlebigkeitsanleihe) vorgestellt. Zu Beginn dieses Ab-
schnittes wird jedoch erst einmal detailliert die Absicherung von Mortalitätsrisiken
beschrieben. Hierbei werden insbesondere die Gründe für die Entwicklung von mor-
talitätsbasierten Wertpapieren erörtert und die Handlungsmöglichkeiten sowie die
Stakeholder aufgezeigt.
künftigen Zeitpunkt zu zahlen (falls dieser dann noch lebt) und hierfür regelmäßige Zahlungen
zu späteren Zeitpunkten erhalten (falls dieser dann noch lebt). Ob der Versicherungsnehmer
zum jetzigen Zeitpunkt vom Sterbe- oder Langlebigkeitsrisiko betroffen ist, hängt von der
Ausgestaltung zukünftiger Prämien ab, um der Anwartschaftsverpflichtung zu entsprechen.
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2.1. Absicherung von Mortalitätsrisiken
Bevor in den darauf folgenden Abschnitten näher auf die Finanzmarktinnovation
mortalitätsbasierter Wertpapiere eingegangen wird, muss zunächst einmal erfasst
werden, welche Gründe es für die Absicherung von Mortalitätsrisiken gibt und wel-
che Handlungsmöglichkeiten den Akteuren zur Verfügung stehen. Zentrale Voraus-
setzung für einen Finanzmarkt zum Transfer der Risiken ist auch, dass Interessens-
gruppen vorhanden sind, die das Risiko gegen einen Aufpreis übernehmen. Welche
Stakeholder dies genau sein können, wird in diesem Abschnitt erläutert.
2.1.1. Gründe
Die möglichen extremsten Auswirkungen von Langlebigkeitsrisiken rückten im De-
zember 2000 in die Öffentlichkeit, als einer der ältesten Lebensversicherer - die Equi-
table Life Assurance Society (ELAS) - vor dem Konkurs stand. In den letzten Jahren
vor dem Kollaps verkaufte das britische Unternehmen zunehmend Rentenversiche-
rungen mit Überschussbeteiligung. Die vertraglich geregelte Überschussbeteiligung
beinhaltete eine garantierte Rente, deren Entwicklung an einen Index gekoppelt
war. Dieser Index bestand aus einer prognostizierten Zinssatzentwicklung und der
geschätzten Lebenserwartung. Dieser integrierte Index in der Rentenversicherung
wurde in den 90er Jahren sehr kostspielig für ELAS, da die Zinssätze fielen und die
Lebenserwartung kräftiger anstieg als erwartet. Der dann folgende Niedergang von
ELAS hätte durch Hedgen der Zinssatz- und Langlebigkeitsrisiken verhindert wer-
den können, so Blake, Cairns und Dowd (2006). Trotz eines eventuell rechtzeitigen
Erkennens der Risiken durch das Management hätten jedoch geeignete Finanzmark-
tinstrumente gefehlt, um insbesondere das Langlebigkeitsrisiko zu diesem Zeitpunkt
abzusichern.
Die größten Risikofaktoren bei der Bestimmung der Prämie eines Altersvorsorge-
produktes sind das Zins- und das Langlebigkeitsrisiko. Während durch einen reich-
haltigen Markt an Zinsderivaten und ein immer größer werdendes Angebot an lang-
laufenden Anleihen dem Zinsrisiko begegnet werden kann, sind Möglichkeiten zum
Absichern des Langlebigkeitsrisikos kaum vorhanden (Korn, Natcheva & Zipperer,
2006). Der Versicherer sieht sich daher, insbesondere bei Verträgen mit Verrentungs-
option3, dem Problem ausgesetzt, die Lebenserwartung über einen langen Zeitraum
im Voraus abzuschätzen und in der Tarifierung zu berücksichtigen (Korn et al.,
2006). Üblicherweise wird diese Abschätzung nur in loser Folge vorgenommen und
3 Bei dieser Form der Altersvorsorge erhält der Versicherungsnehmer das Recht, sein eingezahl-
tes Kapital nicht in Form einer einmaligen Kapitalauszahlung, sondern als eine Rente bis zu
seinem Lebensende zu erhalten.
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in der Zwischenzeit die Lebenserwartung als unverändert angenommen.4 Wie die
Abbildungen 2.1 und 2.2 zeigen, nimmt die Lebenserwartung aber kontinuierlich zu,
sodass Versicherungsverträge tendenziell unterpreist werden5 (Korn et al., 2006). Im
Extremfall, wie bei ELAS geschehen, reichen dann die Rückstellungen nicht aus, um
die vertraglich vereinbarten Versicherungsleistungen zu bedienen.
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Abbildung 2.1.: Erwartete Restlebenszeit 65-Jähriger in Westdeutschland von 1956-
2008
Die Größenordnung der Steigerung der Lebenserwartung der vergangenen Jahr-
zehnte ist beispielhaft für Westdeutschland für die Jahre 1956-2008 in Abbildung
2.1 illustriert. Die Grafik zeigt die Lebenserwartung 65-jähriger Personen, getrennt
nach Frauen und Männern. Die Lebenserwartung eines 65-Jährigen stieg von 12
Jahren im Jahr 1956 auf 17 im Jahr 2008. Im gleichen Zeitraum erhöhte sich die
Lebenserwartung einer 65-Jährigen sogar von 14 auf über 20 Jahre. Die Grafik zeigt
insbesondere ab den 70er Jahren einen linearen Anstieg der Lebenserwartung. Dieser
Trend lässt sich weltweit in fast allen Ländern beobachten6 und in den verschiedenen
Altersgruppen7. Abbildung 2.2 zeigt die Lebenserwartung bei Geburt von Frauen in
ausgewählten Industriestaaten seit dem Jahr 1750. Die Grafik zeigt den Trend der
immer weiter steigenden Lebenserwartung über einen sehr langen Zeitraum.
4 Grundlage sind in der Regel die Berechnungen der Deutschen Aktuarvereinigung e.V. (zuletzt
im Jahr 2004 aktualisiert, DAV 2004 R) oder die Heubeck Richttafeln (zuletzt im Jahr 2005
aktualisiert).
5 Falls bei den Grafiken keine Quelle angegeben ist, handelt es sich um eine eigene Darstellung
nach Daten von Wilmoth und Shkolnikov (2009)
6 Es gibt nur wenige Ausnahmen, bei denen keine Steigerung der Lebenserwartung vorliegt. Ein
Beispiel ist Simbabwe. In diesem Land sinkt die Lebenserwartung bei Geburt und lag im Jahr
2006 bei 43 Jahren (Worldbank, 2008). Gründe sind u. a. Krankheiten wie AIDS und Cholera.
7 siehe Abbildung A.1 im Anhang
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Abbildung 2.2.: Lebenserwartung von Frauen bei der Geburt seit 1750 für verschie-
dene Industrienationen
Die positive Entwicklung der Lebenserwartung ist sehr erfreulich und stellt nicht
das eigentliche Problem im Sinne des Langlebigkeitsrisikos dar. Das grundsätzli-
che Problem ist, dass die Zunahme der Lebenserwartung unterschätzt wurde und
dies vor allem in den letzten Jahrzehnten (Deutsche Aktuargesellschaft, 2005). Des
Weiteren ist die Senkung der Sterberaten von beträchtlicher Variabilität betrof-
fen und die zukünftige Entwicklung der Mortalitäten schwer abzubilden. Obgleich
auch die Erhöhung der Lebenserwartung eine Belastung für die öffentlichen und
privaten Rentenversicherungen sein kann, liegt das größere Problem eben in der
unerwarteten Steigerung der Lebenserwartung. Bei erwarteten Steigerungen der Le-
benserwartungen der Versicherten kann das Rentensystem mittels einer Erhöhung
der Beitragszahlungen oder durch längere Beitragsperioden gegensteuern und so die
Existenzfähigkeit des Systems erhalten. Von daher befindet sich der entscheidende
Faktor in der Ungewissheit über die Entwicklung der zukünftigen Lebenserwartung
und den damit verbundenen Sterberaten. Abbildung 2.3 zeigt, dass die Sterberaten
im Zeitverlauf im Allgemeinen fallen, dies jedoch mit einer hohen Volatilität von-
stattengeht. Die Schwierigkeit besteht nicht nur in der Vorhersage von einer Periode
zur nächsten, sondern insbesondere im langfristigen Verhalten. Die Grafiken zur Le-
benserwartung und zu den Sterberaten geben auch einige wesentliche Faktoren über
die Entwicklung der Langlebigkeit in den vergangenen Jahren wieder:
• Die Lebenserwartung von Frauen ist höher als die von Männern. Die Lücke
in der Lebenserwartung wird seit den 1990ern aber schmaler (vgl. Abbildung
2.1).
• Die Sterberaten in den einzelnen Altersgruppen sinken im Zeitverlauf und die
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Abbildung 2.3.: Logarithmierte Sterberaten 65-jähriger Männer in Frankreich von
1816-2006 (oben) und in Deutschland von 1956-2006 (unten)
Lebenserwartung steigt (vgl. Abbildungen 2.1 und 2.3).
• Die Änderungen der jährlichen Sterberaten sind unbeständig im Zeitverlauf
und teilweise ähnlich einem Rauschen. In den letzten 36 Jahren lag die Streu-
ung der Mortalitätsraten in den USA zwischen ein und drei Prozent der Ster-
beraten (Loeys et al., 2007).
• Die Sterblichkeit steigt mit dem Lebensalter. Ab dem 20. Lebensjahr steigt mit
dem Alter die Wahrscheinlichkeit, in der nächsten Periode zu sterben. Im All-
gemeinen erhöhen sich die Mortalitätsraten exponentiell und der Logarithmus
der Sterberaten proportional mit dem Alter. Die verbleibende Lebensdauer
von Individuen sinkt natürlich mit dem Alter, aber das erwartete Alter beim
Tod steigt mit dem Alter.
Dass sich in der unerwarteten Erhöhung des Lebensalters enorme ökonomische
Kosten verbergen, illustrieren folgende Zahlen. In den Staaten der OECD belaufen
sich die Verbindlichkeiten von nicht-öffentlichen Altersvorsorgeanbietern auf 16,8
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Billionen US-Dollar (OECD, 2010). In Großbritannien übersteigen die privaten Pen-
sionsverpflichtungen allein die 1 Billion £ Grenze. Hierbei entfallen rund 450 Milli-
arden £ auf sogenannte Defined-Contribution-Verträge8 und 125 Mrd. £ lagern in
den Bilanzen von Versicherungsunternehmen (Pension Protection Fund, 2008). Es
wird geschätzt, dass jedes zusätzlich erwartete Lebensjahr ab dem Alter 65 die Ver-
bindlichkeiten in Großbritannien um drei Prozent bzw. 30 Mrd. £ ansteigen lässt
(Pension Protection Fund, 2006). Die staatlichen Pensionsverpflichtungen werden
auf 1.170 Mrd. £ im Sozialsystem und auf 770 Mrd. £ für die öffentlichen Ange-
stellten geschätzt9. Bei den britischen Kommunen betragen die Verbindlichkeiten
159 Mrd. £10. Für den britischen Staat summieren sich die vom Langlebigkeitsrisiko
betroffenen Verbindlichkeiten somit auf über 2 Billionen £.
Eine Studie zu den Unternehmen im FTSE 250 Index hat gezeigt, dass die An-
nahmen über die Sterberaten und die Lebenserwartung zur Berechnung der Pensi-
onsverpflichtungen allzu optimistisch sind. Unter realistischen Annahmen stieg das
Defizit innerhalb eines Jahres um 1 Mrd. £ auf 11 Mrd. £ an (Cowling & Dales,
2010). Der Studie zufolge erhöht jedes weitere Lebensjahr die Summe der Verbind-
lichkeiten im Durchschnitt um 3-4 Prozent. In den USA wurde durch die Internal
Revenue Service angeordnet, dass für die Berechnung der Altersvorsorge neue An-
nahmen bzgl. der Entwicklung der Sterberaten genutzt werden müssen. Dies führt
laut Halonen (2007) zu einem Anstieg der Pensionsverbindlichkeiten um 5-10 Pro-
zent. Vergleichbares haben auch Mercer Human Resource Consulting berechnet. Die
Verwendung der aktuellsten Sterbetafel in den USA würde die Kosten zur Versor-
gung eines Mannes, geboren im Jahr 1950, mit einer Rente um acht Prozent erhöhen
(Mercer, 2006). Die unvorhergesehenen Verbesserungen der Lebenserwartung üben
bereits heute einen großen Einfluss auf die Rückstellungen für die betriebliche Al-
tersvorsorge aus. Zahlreiche Rentenfonds von großen Unternehmen wie zum Beispiel
beim amerikanischen Autobauer General Motors sind unterfinanziert. Ebenso ver-
hindern die Risiken bei den Pensionsansprüchen Firmenübernahmen, wie im Fall von
W.H. Smiths und Marks & Spencer im Jahr 2004. Beim Verkauf der British Royal
Mail erweisen sich die Altersvorsorgeansprüche ebenfalls als Problem. Fachleute be-
ziffern das Defizit beim Pensionsfond auf über 10 Mrd. £11. Unter der Verwendung
8 Bei den Defined-Benefit und Defined-Contribution-Modellen handelt es sich um Formen von
Betriebsrenten. Beim Defined-Benefit-Prinzip erhält der Mitarbeiter auf seine eingezahlten
Beiträge eine festgelegte und garantierte Rente (Benefits). Beim Defined-Contribution-Prinzip
leistet das Unternehmen einen festen Beitrag zur Betriebsrente (Contribution) und gibt keine
Garantie für eine bestimmte Höhe der Auszahlungen. Diese richten sich vielmehr nach der
aktuellen Situation auf dem Finanzmarkt.
9 Bericht zu den staatlichen Ausgaben der britischen Regierung 2009
10 Local Government Pension Scheme actuarial valuation, 31. März 2007
11 Financial Times Deutschland, 13. September 2010
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von modernen Mortalitätstafeln (welche möglicherweise noch zu konservativ sind)
müssten die im FTSE 100 gelisteten Firmen weitere 20 Mrd. £ zu ihren bisherigen
60 Mrd. £ Rückstellungen hinzufügen (Cowling & Dales, 2008).
Ein weiterer Grund für den Transfer der Mortalitätsrisiken auf den Kapitalmarkt
leitet sich aus den neuen Aufsichtsregeln zur Eigenmittelunterlegung von Risiken
bei Versicherern (Solvency II) ab. Unter den neuen Solvabilitätsvorschriften, die in
Anlehnung an die Bestimmungen der Eigenmittelunterlegungen für Banken (Basel
II) unter dem Begriff Solvency II ab 2012 schrittweise national umgesetzt werden,
können neue Wege des Risikotransfers künftig kapitalbefreiend wirken. Zu diesen
Techniken gehören auch die Verbriefungsmethoden. Das bedeutet, dass Versiche-
rungsgesellschaften in Zukunft die Möglichkeit haben, Risiken neben der Zurückhal-
tung von Eigenkapital auch durch Verbriefungen zu finanzieren.
2.1.2. Handlungsmöglichkeiten
Firmen, die vom Mortalitätsrisiko betroffen sind, können diesem auf unterschiedliche
Art entgegenwirken12.
• Die Unternehmen können das Risiko als normales Geschäftsrisiko akzeptieren,
sofern sie die Risiken gut einschätzen können und darauf vorbereitet sind, es
als gegeben hinzunehmen.
• Sie können ihr Langlebigkeitsrisiko diversifizieren (zum Beispiel durch unter-
schiedliche Produkte in verschiedenen Ländern oder sozio-ökonomischen Grup-
pen). Gleichermaßen können die Firmen ihr Portfolio durch gemischte Geschäf-
te wie Lebensversicherungen und Rentenversicherungen ausgleichen13.
• Sie können vielfältige Formen von Rückversicherungen mit Rückversicherungs-
gesellschaften abschließen. Diese Verträge können einen Teil oder die gesamte
Kehrseite von Langlebigkeitsrisiken beinhalten.
• Die Firmen können einen „bulk buyout“ vereinbaren, indem sie ihre Zahlungs-
verpflichtungen aus den Rentengeschäften an ein anderes Unternehmen wei-
terleiten (Blake, Cairns & Dowd, 2008).
• Kleine Pensionsanbieter können die anstehenden Rentenzahlungen zum Zeit-
punkt des Ruhestandes des Versicherten einkaufen. Dies würde den Großteil
des Risikos, bestehend aus systematischem und unsystematischem Risiko, im
Versichertenpool absichern. Sofern solche Firmen nicht Rentenzahlungen in
12 vgl. Blake, Cairns und Dowd (2006)
13 vgl. S. H. Cox und Lin (2007)
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Raten einkaufen, würde immer noch das Langlebigkeitsrisiko der lebenden
Ruheständler bestehen.
• Rentenanbieter können das eingezahlte Vermögen eines Versichertenpools zu-
sammenlegen und jährlich in Abhängigkeit des Vermögenswertes Renten an
alle Überlebenden auszahlen. Die Renten sind derart berechnet, dass min-
destens bis zu einem festgelegten Lebensalter gezahlt wird. Sterben Versi-
cherte früher, erhalten noch lebende Versicherte länger eine Rentenzahlung
(Wadsworth, Findlater & Boardman, 2001; Blake, Cairns & Dowd, 2003).
• Die Firmen können das Risiko mittels mortalitätsbasierter Wertpapiere ma-
nagen. Solche Sicherheiten können handelbare Verträge (wie bspw. Langlebig-
keitsanleihen, Optionen, etc.) oder „over-the-counter“ (OTC) Produkte (wie
bspw. Mortalitätsswaps oder Forwards) sein.
Im Fokus dieser Arbeit steht der zuletzt genannte Punkt: Die Verwendung von
mortalitätsbasierten Wertpapieren (Mortality-linked Securities), um Langlebigkeits-
risiken zu managen, mit der Grundannahme, dass die betroffenen Firmen dieses
Risiko absichern möchten. Diese Art von Wertpapieren fällt unter den Begriff des
Alternativen Risikotransfers (Cummins & Weiss, 2009), der im Folgenden kurz be-
schrieben wird.
Im Rahmen des risikopolitischen Instrumentariums bietet sich neben Rückver-
sicherung auch der Kapitalmarkt an14. Der Transfer des versicherungstechnischen
Risikos kann somit anhand zweier Kriterien unterschieden werden:
• Wer ist der Risikoträger, zu dem ein Teil des versicherungstechnischen Risikos
transferiert wird?
• Welcher Instrumente bedient sich dieser Risikotransfer?
In diesem Zusammenhang lässt sich die klassische Rückversicherung unter Risi-
kotransfer mit versicherungstechnischen Instrumenten subsumieren, wobei ein Ver-
sicherungsunternehmen als Risikoträger dient. Wird vom Risikoträger abstrahiert
und der Risikotransfer mit kapitalmarktspezifischen Instrumenten in den Mittel-
punkt der Betrachtung gestellt, wird dies „synthetische Rückversicherung“ genannt.
Diese risikopolitische Alternative zur klassischen Rückversicherung wird mit Alter-
nativer Risikotransfer (ART) bezeichnet. Bei den Instrumenten des ART können
gemäß Liebwein (2009) zwei Gruppen unterschieden werden:
14 Die Ausführungen zum Alternativen Risikotransfer sind von Liebwein (2009) zusammenge-
fasst.
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Abbildung 2.4.: Systematisierung des Alternativen Risikotransfers
Quelle: In Anlehnung an Liebwein (2009)
• Erstens kann der Erstversicherer üblicherweise unter Zwischenschaltung einer
Zweckgesellschaft (Special Purpose Vehicle) originäre Finanztitel in Form von
versicherungsbasierten Wertpapieren (Insurance-linked Securities) emittieren,
die eine verbriefte Bindung an versicherungstechnische Risikoereignisse bein-
halten.
• Zweitens können derivative Finanztitel mit einer Bindung an versicherungs-
technische Risiken konstruiert werden. Dabei existieren drei wesentliche Teil-
klassen von eingesetzten Instrumenten:
– Es können Finanztitel wie bspw. Futures oder Optionen von einem ver-
sicherungstechnischen Underlying abgeleitet werden.
– Es ist möglich, modifizierte Swap-Geschäfte mit einem Bezug zu versi-
cherungstechnischen Zahlungsströmen zu konstruieren bzw. zu handeln.
– Es kann dem Erstversicherer ein versicherungstechnisch bedingtes Recht
zur Eigenkapitalerhöhung eingeräumt werden, d. h. die Ausübung dieser
Option ist an versicherungstechnische Risikoereignisse geknüpft.
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Die letzten beiden Teilklassen können dabei als Sonderformen des ART mit de-
rivativen Instrumenten aufgefasst werden. Die wesentlichen Klassen der Systemati-
sierung des ART gemäß existierender Finanztitel sind in Abbildung 2.4 dargestellt.
Detaillierte Ausführungen zu ART finden sich unter anderem in Liebwein (2009).
2.1.3. Stakeholder
Bevor man sich die verschiedenen Formen von mortalitätsbasierten Wertpapieren
genauer anschaut, ist es hilfreich, die Interessenten eines solchen Marktes zu iden-
tifizieren. Ein Markt für mortalitätsbasierte Wertpapiere kann u. a. folgende Stake-
holder haben15:
• Hedger
• Investor
• Spekulant und Arbitrageur
• Regierung
• Finanzmarktaufsicht
• Sonstige Stakeholder
Ein klassischer Stakeholder ist der Hedger, welcher insbesondere vom Langlebig-
keitsrisiko betroffen ist und dieses Risiko abbauen will. Beispielsweise erleiden Ren-
tenanbieter einen Verlust, wenn die Sterberaten über das erwartete Maß hinaus sin-
ken, während Lebensversicherer davon profitieren und umgekehrt. Diese gegensätzli-
che Position bringt mit sich, dass Rentenanbieter und Lebensversicherer ihr Langle-
bigkeitsrisiko gegenseitig absichern können. Oftmals sind Lebensversicherungs- und
Rentengeschäft Bestandteil einer Versicherung, wodurch sich die abgeschlossenen
Kontrakte zumindest teilweise natürlich hedgen. Alternativ können Unternehmen
mit unerwünschten Mortalitätsrisiken anderen Firmen eine Ausgleichszahlung an-
bieten, um ihr eigenes Risiko abzutreten. Zum Beispiel kann ein Lebensversicherer
sein Mortalitätsrisiko rückversichern oder es an den Kapitalmarkt übertragen.
Angenommen die erwarteten Erträge eines mortalitätsbasierten Wertpapiers sind
angemessen, könnten Kapitalmarktinstitutionen, wie zum Beispiel Investmentban-
ken oder Hedgefonds, als Investoren auftreten. Die Institutionen könnten am Erwerb
einer Langlebigkeitsabsicherung interessiert sein, da diese Produkte eine geringe
Korrelation mit klassischen Finanzmarktrisiken aufweisen (Blake, Cairns & Dowd,
15 vgl. Blake, Cairns und Dowd (2006)
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2006). Die Verbindung von einem niedrigen Beta und einem potenziell positiven
Alpha sollten daher mortalitätsbasierte Wertpapiere attraktiv für ein zu diversifi-
zierendes Portfolio machen.
Der Markt für solche Finanzprodukte könnte auch attraktiv für Spekulanten und
Arbitrageure sein. Die Einbindung von Spekulanten unterstützt die Liquidität des
Marktes und ist wesentlich für den Erfolg von Future- und Optionsmärkten16. Arbi-
trageure hingegen suchen nach Bewertungsunterschieden von verwandten Kapital-
marktprodukten um daraus Gewinn zu realisieren. Um Kursunterschiede ausnutzen
zu können, müssen gut entwickelte Bewertungsverhältnisse zwischen verwandten
Wertpapieren bestehen.
Regierungen können verschiedene Gründe für ein Interesse an einem Markt für
mortalitätsbasierte Wertpapiere haben. Unter anderem kann es solche Märkte för-
dern und Finanzinstitutionen unterstützen, die vom Langlebigkeitsrisiko betrof-
fen sein könnten (bspw. durch die Ausgabe von Langlebigkeitsbonds, wodurch die
Firmen ihre Risiken hedgen können17). Derartige Aktionen reduzieren potenziell
die Wahrscheinlichkeit, dass große Unternehmen durch ihre Pensionsverpflichtun-
gen zugrunde gehen. Durch die größere Stabilität des Finanzsektors profitiert die
Gesellschaft als Ganzes. Als „Versicherer im schlimmsten Fall“ sind Regierungen
potenziell die Inhaber der Restrisiken, falls private Pensionsanbieter oder Versi-
cherungsgesellschaften ausfallen. In Großbritannien hat die Regierung einen hohen
Anreiz, Firmen bei der Absicherung der Risiken zu unterstützen, um die Wahr-
scheinlichkeit einer Inanspruchnahme des neuen Pensionsschutzfonds zu minimie-
ren (Blake, Cairns & Dowd, 2006). Ebenfalls können Regierungen daran interes-
siert sein, ihre eigenen Langlebigkeitsrisiken durch einen solchen Markt abzusichern.
Durch ein staatliches Rentensystem, durch die Verpflichtungen aus dem Pflegesys-
tem für ältere Menschen und ähnlichen Gründen sind Regierungen im besonderen
Maße dem Langlebigkeitsrisiko ausgesetzt (Blake, 2006).
Finanzmarktaufsichten haben das grundlegende Ziel ein funktionsfähiges, stabiles
und integres Finanzsystem zu gewährleisten (dies ist u. a. das Hauptziel der Bun-
desanstalt für Finanzdienstleistungsaufsicht). Zudem setzen Marktaufsichten Ver-
haltensstandards durch, die das Vertrauen der Anleger in die Finanzmärkte wahren
sollen. Sonstige Stakeholder könnten Wertpapiermanager und organisierte Vermitt-
ler von Kapitalmarktprodukten sein, die von einer neuen Gebührenquelle profitieren.
Im nächsten Abschnitt werden mögliche Finanzmarktinnovationen beschrieben, wel-
che von den Marktteilnehmern zum Schutz gegen Mortalitätsrisiken genutzt werden
16 vgl. Abschnitt 5.1
17 vgl. Abschnitt 2.2.1
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können.
2.2. Formen mortalitätsbasierter Wertpapiere
Mögliche Formen von mortalitätsbasierten Wertpapieren können ganz allgemein
in folgende Finanzmarktinstrumente klassifiziert werden (Blake, Cairns & Dowd,
2006):
• Mortalitätsanleihe,
• Mortalitätsswap,
• Mortalitätsfuture,
• Mortalitätsoption.
Diese Absicherungen haben die üblichen Eigenschaften, die man von Anleihen,
Swaps, Futures und Optionen erwartet. Insbesondere gibt es die Unterscheidung
zwischen denen, die “over-the-counter“ (bspw. Swaps) und denen, die an Börsen
(zum Beispiel Futures) gehandelt werden. Die Ersteren haben den Vorteil, dass die-
se maßgeschneidert an die Belange des Anwenders angepasst werden können, jedoch
eine sehr geringe Marktliquidität aufweisen. Letztere haben hingegen eine höhere
Liquidität im nachgelagerten Handel der Papiere, jedoch sind diese Wertpapiere
standardisiert. In beiden Fällen muss das Kreditrisiko der Vertragspartner mit be-
rücksichtigt werden18. Detaillierte Beschreibungen dieser Finanzinstrumente folgen
nun mit dem Schwerpunkt auf Langlebigkeitsrisiken.
2.2.1. Mortalitätsanleihe
Es gibt verschiedene Ausgestaltungsmöglichkeiten für Mortalitätsanleihen, diese fal-
len aber alle unter zwei allgemeine Kategorien (Blake, 2006, Kapitel 9.5.2). Zum
einen können die Risiken an die Rückzahlung der Anleihe (Principal-at-risk) gebun-
den sein, wie zum Beispiel beim Swiss Re Mortalitätsbond19. Hierbei ist die Höhe der
Rückzahlung risikoexponiert, d. h. in Abhängigkeit von einem Referenzwert (Morta-
litätsindex oder auch Survivorindex genannt) kann der Investor einen Teil oder den
gesamten Betrag der Rückzahlung verlieren. Dies bedeutet, dass die Investoren bei
Endfälligkeit der Anleihe nur dann einen Anspruch auf Rückzahlung ihrer gesam-
ten Einlage haben, falls eine zuvor festgelegte Bedingung erfüllt ist (z. B. darf die
18 vgl. Abschnitt 2.3
19 vgl. Abschnitt 2.6
20
2. Mortalitätsbasierte Wertpapiere
realisierte Sterberate nicht über 30 Prozent der erwarteten Sterberate liegen). Zum
anderen gibt es sogenannte Coupon at Risk-Anleihen, wie die Langlebigkeitsanlei-
he von der Europäischen Investmentbank (EIB) und BNP20. Bei diesen Anleihen
können die Kuponzahlungen in unterschiedlichem Umfang risikoexponiert sein und
sind abhängig von den realisierten Sterberaten. Die Ausgestaltung der Verlustfunk-
tion kann variieren. Die Zahlungen können eine Funktion des Mortalitätsindex sein
oder von einer Schwelle abhängen (bei Überschreiten eines festgelegten Grenzwertes
verliert der Investor einen Teil oder die gesamte Kuponzahlung). Neben diesen bei-
den Kategorien könnte es noch hybride Langlebigkeitsanleihen geben, die die Rück-
zahlung der Anleihe und die Kuponzahlungen vom Eintreten definierter Ereignisse
abhängig machen.
Klassische Langlebigkeitsanleihe Zu den kuponbasierten Absicherungen zählt der
klassische Langlebigkeitsbond, wie er erstmalig von Blake und Burrows (2001)
beschrieben wurde21. Die Kuponzahlungen dieser Anleihe sind proportional
zur Überlebensrate einer zugrunde liegenden Referenzpopulation und dauern
so lange an, bis der Letzte dieser Grundgesamtheit verstorben ist. Falls die
Referenzpopulation anfänglich 65-Jährige beinhaltet und das am längsten le-
bende Mitglied 115 Jahre erreicht, wird sich die letzte Zahlung dieses Survivor-
bonds nach 50 Jahren ereignen. Eine andere Möglichkeit ist die Betrachtung
einer stochastischen Laufzeit, wobei die stochastische Variable die restliche Le-
bensdauer des am längsten lebenden Mitgliedes der Kohorte ist. Diese Art der
Anleihen bietet ein besseres Hedgegeschäft als der Bond von EIB/BNP an, da
die Laufzeit bei EIB/BNP auf 25 Jahre beschränkt war.
Nullkuponlanglebigkeitsanleihe Der vorher beschriebene Langlebigkeitsbond lie-
fert einen jährlichen Auszahlungsstrom. Es besteht aber auch die Möglichkeit,
Nullkuponanleihen auszugeben bzw. durch Stripping von klassischen Lang-
lebigkeitsbonds zu entwickeln. Die Attraktivität solcher Anleihen liegt dar-
in, dass einzelne Bausteine (Nullkuponanleihe) für maßgeschneiderte Finanz-
positionen genutzt werden können. Ein zweidimensionales Spektrum solcher
Anleihen könnte ausgegeben werden. Eine Dimension orientiert sich an der
zugrunde liegenden Kohorte und die zweite Dimension an der Laufzeit. Die
Verfügbarkeit von genügenden Anleihen dieses zweidimensionalen Spektrums
ermöglicht es Versicherungen, Portfolios von Langlebigkeitsbonds zu konstru-
ieren. Diese Portfolios liefern dann eine gute Anpassung bzgl. der Laufzeit-
/ Kohorteneigenschaften an den unternehmensspezifischen Versichertenpool.
20 vgl. Abschnitt 2.6
21 Alternativ wird dieser auch Survivorbond genannt.
21
2. Mortalitätsbasierte Wertpapiere
Blake, Cairns und Dowd (2006) glauben aber, dass ein Markt für Nullkupon-
anleihen dieser Art illiquide wäre, da die meisten dieser Anleihen gekauft und
von den Unternehmen gehalten werden würden.
Verzögerte Langlebigkeitsanleihe Um den Kapitalaufwand der Absicherung zu
verringern, könnten sogenannte verzögerte Langlebigkeitsbonds ausgegeben
werden. Ein Kritikpunkt an der EIB/BNP-Anleihe22 ist, dass die zeitlich na-
hen Kuponauszahlungen nur ein sehr geringes Langlebigkeitsrisiko beinhalten.
Die Schätzungen von Cairns et al. (2006b) legen nahe, dass die Zahlungen der
ersten zehn Jahre einem geringen Risiko ausgesetzt sind. Jedoch sind diese Cas-
hflows zugleich der teuerste Teil der Anleihe. Für die Firmen, die ihr Risiko mit
oben genannten Anleihen hedgen wollen, verbrauchen diese Sicherungsinstru-
mente viel Kapital, um den langen Zeitraum mit wenig Risiko abzudecken.
Eine Alternative für Unternehmen um sich abzusichern, wäre der Kauf von
Langlebigkeitsbonds mit verzögerten Zahlungen. Die Stundung der Zahlung
würde dem Unternehmen einen hohen Kapitalbetrag ersparen. Dies wiederum
würde die Attraktivität solcher Anleihen als Absicherung der Risiken erhöhen.
Die verzögerten Anleihen können auch als eine Form von Mortalitätsforwards
betrachtet werden (Blake, Cairns & Dowd, 2006).
Principal-at-risk Langlebigkeitsanleihe Solche Anleihen weisen eine ähnliche Struk-
tur wie der Swiss Re Mortalitätsbond auf. Die Anleihe wird von einem einzel-
nen Altersvorsorgeanbieter (A) mittels einer Zweckgesellschaft (Special Pur-
pose Vehicle) ausgegeben. Am Anfang wird die Zweckgesellschaft durch einen
Beitrag von A und externen Investoren (B) finanziert. Die Auszahlungen durch
die Zweckgesellschaft sind gekennzeichnet durch jährliche Kuponauszahlungen,
die entweder eine variable Verzinsung oder einen Festzins haben und eine End-
zahlung der Anleihe bei Fälligkeit. Unter normalen Rahmenbedingungen fallen
die Kuponzahlungen und die Rückzahlung der Anleihe komplett B zu. Falls
aber ein definierter Mortalitätsindex eine festgelegte Schwelle überschreitet,
wird die Rückzahlung der Anleihe (bzw. die Höhe der Kuponzahlung) an B
reduziert und diese Differenz an A ausgezahlt. A profitiert dadurch finanziell,
falls die Lebenserwartung über dem Wert liegt, der prognostiziert wurde. Al-
ternativ kann die Senkung der Rückzahlung der Anleihe an einen gewichteten
Durchschnitt der Mortalitätsindizes gekoppelt sein (Blake, Cairns & Dowd,
2006).
22 vgl. Abschnitt 2.6
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2.2.2. Mortalitätsswap
Ein Mortalitätsswap ist eine Vereinbarung zwischen zwei Vertragspartnern, in der
Zukunft ein oder mehrere Zahlungsströme auszutauschen. Diese Vereinbarung hängt
meist von einem Mortalitätsindex ab. Mortalitätsswaps weisen einige Ähnlichkeiten
mit Rückversicherungsvereinbarungen auf. Beide umfassen zumeist einen Tausch von
erwarteten für unmittelbare Zahlungen. Dennoch bestehen wesentliche Unterschie-
de zwischen diesen beiden Arten. Mortalitätsswaps sind keine Versicherungsverträ-
ge im engeren Sinn und haben daher auch keine versicherungsspezifischen Unter-
scheidungsmerkmale (z. B. Schadenersatz, Versicherbare Interessen23, etc.). Statt-
dessen unterliegen Swaps den (im Allgemeinen weniger einschränkenden) Auflagen
von Wertpapiergesetzen. Beispielsweise ermöglicht es ein Mortalitätsswap auf eine
Zufallsvariable zu spekulieren, wohingegen dies bei einem Versicherungsvertrag nicht
geht (Blake, Cairns & Dowd, 2006). Ebenfalls braucht der Versicherungsnehmer bei
einem Versicherungsvertrag ein zu versicherndes Interesse, was beim Mortalitäts-
swap nicht nötig ist. Mortalitätsswaps haben gegenüber Langlebigkeitsbonds und
traditionellen Versicherungsverträgen gewisse Vorteile. Swaps können mit geringe-
ren Transaktionskosten vereinbart und einfacher annulliert werden. Sie sind zudem
flexibler einsetzbar und können maßgeschneidert an mannigfaltige Rahmenbedin-
gungen angepasst werden Dowd, Blake, Cairns und Dawson (2006). Für Swaps muss
kein liquider Markt existieren. Es genügt die Bereitschaft der Vertragspartner, ihre
gegensätzlichen Ansichten bzgl. der Entwicklung der Sterberaten in der Zukunft zu
handeln.
Für den Einsatz von Mortalitätsswaps bestehen zahlreiche Anwendungsmöglich-
keiten. Auf der einen Seite des Swaps könnte ein Versicherer stehen, der sein Risiko in
seinem Versichertenpool managen will, und auf der anderen Seite eine Finanzmark-
tinstitution, die Langlebigkeitsrisiken erwerben will. Swaps sind sehr interessant als
Hedginginstrument, da diese selbst bei Vorliegen von alternativen Instrumenten häu-
fig eine günstigere Möglichkeit anbieten, um Risiken zu managen. Swaps können zu-
dem im hohen Maße an die Anforderungen des Anwenders angepasst werden. Sollten
sich die Rahmenbedingungen ändern und eine Partei möchte seine Beteiligung ab-
ändern, liefert ein Swap flexiblere Mittel, um sein Risiko zu modifizieren. Wie von
S. H. Cox und Lin (2007) beschrieben, kann ein Mortalitätsswap für Firmen nützlich
sein, die Renten- und Lebensversicherungen anbieten. Ein Swap kann den „natür-
lichen“ Hedge, der in den Finanzpositionen des Unternehmens eingeschlossen ist,
23 Unter versicherbarem Interesse versteht man „eine Beziehung, kraft deren jemand (der soge-
nannte Interessent) durch eine im Versicherungsvertrag vorgesehene Tatsache (den Versiche-
rungsfall) einen Vermögensnachteil erleiden kann.“ (Ehrenberg, 1915)
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unterstützen. Für diesen Fall wäre ein variabler-variabler Swap (floating-for-floating
swap) angebracht, bei dem der eine variable Teil an die Rentenzahlungen und der
andere Teil an die Auszahlungen aus der Lebensversicherung gebunden sind.
Mortalitätsswaps können verschiedene Ausgestaltungen haben und sind u. a. bei
S. H. Cox und Lin (2007), Lin und Cox (2005) und Dowd et al. (2006) detailliert
beschrieben. Zwei mögliche Formen werden hier im Folgenden beschrieben.
Mortalitätsswap mit Einmalzahlung Im einfachsten Fall umfasst ein Mortalitäts-
swap den Austausch einer heutigen Einmalzahlung für eine zufällige mor-
talitätsabhängige Einmalzahlung zu einem späteren Zeitpunkt (Dowd et al.,
2006). Angenommen zum Zeitpunkt t = 0 vereinbaren zwei Firmen den Tausch
eines gegenwärtigen Betrages K(t) für einen zufälligen Betrag S(t) zum Zeit-
punkt t. Wie bei einem herkömmlichen Forward Rate Agreement kannK(t) als
eine Kuponzahlung in Verbindung mit einer fiktiven Rückzahlung am Laufzei-
tende interpretiert werden. Um das gegenseitige Kreditrisiko niedrig zu halten,
kann vereinbart werden, dass die Vertragsparteien nur die Differenz zwischen
den Zahlungsströmen begleichen. Das bedeutet, Firma A bezahlt Firma B
einen Betrag K(t) − S(t), falls K(t) > S(t) und B zahlt A einen Betrag
S(t)−K(t), falls S(t) > K(t). S(t) bezieht sich dabei auf eine definierte Re-
ferenzpopulation (z. B. die Anzahl aller Rentner zum Zeitpunkt t = 0), die
bis zum Zeitpunkt t überlebt haben. Ex post profitiert A, falls S(t) groß im
Vergleich zu K(t) ist und vice versa.
Klassischer Mortalitätsswap Der oben beschriebene Mortalitätsswap mit Einmal-
zahlung kann als Kernstück des klassischen Mortalitätsswaps betrachtet wer-
den. Hierbei vereinbaren die Vertragspartner eine Serie von Zahlungen peri-
odisch zu tauschen (also für jeden Zeitpunkt t =1,2,...,T ), bis der Swap zum
Zeitpunkt T beendet ist. Ein klassischer Mortalitätsswap fungiert ähnlich ei-
nem gewöhnlichen Zinsswap und schließt den Austausch von fixen und va-
riablen Zahlungsströmen ein. Dennoch gibt es dabei einige Unterschiede. Der
fixe Zahlungsstrom bei einem Zinsswap ist über die Zeit konstant, wohingegen
bei einem Mortalitätsswap die Zahlungen im Zeitverlauf, in Abhängigkeit ei-
nes festgelegten Mortalitätsindex zum Zeitpunkt t = 0, abnehmen. Außerdem
sind die variablen Zahlungen bei einem Zinsswap an einen Marktzins gebun-
den. Bei einem Mortalitätsswap sind die variablen Zahlungen dagegen an die
Realisation des Survivorindex zum Zeitpunkt t gekoppelt. Bei der Bewertung
der genannten Swaps gibt es auch Abweichungen. Ein Zinsswap kann mittels
der Arbitrage-Bedingung bestimmt werden, da liquide Bondmärkte existieren.
24
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Da dies bei Mortalitätsswaps nicht der Fall ist, müssen diese in der Umgebung
unvollständiger Märkte bewertet werden (Dowd et al., 2006).
Weitere Mortalitätsswaps Weitere Ausgestaltungsformen von Mortalitätsswaps wä-
ren denkbar (vgl. S. H. Cox & Lin, 2007; Lin & Cox, 2005; Dowd et al., 2006).
Beispielsweise könnte ein Swap den Austausch von einem variablen Zahlungs-
strom gegen einen anderen variablen Zahlungsstrom definieren24. Ausgefeiltere
Swaps wären u. a. ein Swap auf Sterblichkeitsspreads, nicht währungsreiner
Mortalitätsswap, Swap, bei dem ein variabler Zahlungsstrom von einer nicht
mortalitätsabhängigen Variable bestimmt wird (z. B. Zinssatz, Aktienindex,
etc.).
2.2.3. Mortalitätsfuture
Es wurde bereits eine Auswahl von gehandelten Wertpapieren aufgezeigt, deren
Cashflows an den Verlauf der Sterberaten gekoppelt sind. In diesem Abschnitt und
dem nachfolgenden wird eine spezielle Klasse von Wertpapieren betrachtet, die an
einer Termin- oder Optionsbörse gehandelt werden könnte.
Die Basisform von Terminkontrakten bedarf einer Definition des Underlying-Pro-
zesses X(t), welches die Abschlusszahlung des Vertrages festlegt und den Lieferter-
min T . Mitunter werden optionale Elemente in den Terminkontrakt eingebunden,
wie bspw. eine Auswahl an Lieferterminen anstelle eines einzelnen Termins. Solche
Verträge gibt es aber nur in einem geringen Umfang. Im Folgenden werden die Kon-
zepte von jährlichen Futures und Langlebigkeitsfutures unter Berücksichtigung der
Basisform beschrieben.
Jahresrenten-Future Die Grundidee von solchen Terminkontrakten ist recht ein-
fach. Es wird angenommen, dass ARJ(t, x, y, p) den Marktpreis für eine ge-
meinschaftliche Rente (weiblicher und männlicher Nichtraucher) zum Zeit-
punkt t bei einer Einmalzahlung von 100.000 £ darstellt. Das bedeutet, dass
die Einmalzahlung eine jährliche Jahresrente von ARJ(t, x, y, p) liefert, solange
beide Individuen am Leben sind. Bei Tod eines der beiden Rentenempfänger
wird die Rente auf p × ARJ(t, x, y, p) gesenkt (p nimmt im Allgemeinen die
Werte 2/3 oder 1/2 an). Die äquivalente Notation für eine Jahresrente eines
Einzelnen wird mit ARM(t, x) und ARF (t, x) jeweils für Männer und Frauen
gekennzeichnet. Zur Vereinfachung wird nur noch AR(t) für einen spezifischen
Typ von Jahresrente geschrieben (z. B. einzelner männlicher Nichtraucher im
24 ähnlich dem Floating-for-floating rate swap
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Alter von 65 Jahren). Ein Terminkontrakt hat dann AR(t) als Basiswert und
eine Vielzahl von Fälligkeitszeitpunkten (Cairns, Blake & Dowd, 2006a).
Allerdings gibt es hierbei noch einige Punkte, die gelöst werden müssen. Dies
bezieht sich vor allem auf die Illiquidität und Ineffizienz von Spotmärkten
für Jahresrenten. Der Markt für sofortige Renten in Großbritannien bspw. ist
zwar recht aktiv, aber dennoch illiquide und ineffizient. Anstatt auf die aktuelle
Marktentwicklung einzugehen, wechseln Einzelversicherer selten die Anbieter
von Jahresrenten. Falls bspw. Versicherer A den besten Preis im Markt anbie-
tet, kann es vorkommen, dass dem Rentenempfänger geraten, wird den Erwerb
einer Jahresrente von A zu verzögern. Dies kann unter der Annahme passieren,
dass A die Höhe der Jahresrente noch erhöht, um die veränderte Rendite bei
britischen Staatsanleihen einzupreisen, obgleich der Versicherer A dies bereits
getan hat. Des Weiteren scheut ein Großteil der Käufer von Rentenzahlun-
gen den Aufwand, das beste Angebot im Markt zu suchen. Häufig erwerben
die Versicherungsnehmer die Jahresrenten bei den Versicherungen, bei denen
sie die Altersvorsorge angespart haben. Dadurch verbleiben Unternehmen im
Markt, die keinen wettbewerbsfähigen Preis für Jahresrenten anbieten. Eine
weitere Konsequenz ist, dass Versicherer, die scheinbar aktive Marktteilnehmer
sind, eine Zeit lang aktiv im Markt handeln und dann wieder passiv sind. Ein
Versicherer kann es sich unter Umständen leisten, eine Zeit lang ungünstige-
re Marktkonditionen anzubieten, falls er bspw. in einem Jahr die gewünschte
Anzahl neuer Verträge bereits abgeschlossen hat (vgl. Blake, 2006, S. 357).
Die Ineffizienzen im Markt für Jahresrenten könnten einen Markt für Termin-
kontrakte für Spekulanten attraktiv machen, insbesondere, wenn Spekulanten
einen Weg gefunden haben, die langsame Reaktion von Versicherern auf Zins-
änderungen auszunutzen. All diese Ineffizienzen im Markt für Jahresrenten
machen es jedoch schwer, ein geeignetes Underlying für Terminkontrakte zu
definieren.
Langlebigkeitsfuture Für Langlebigkeitsfutures kann man Langlebigkeitsanleihen
oder Survivorindizes als Underyling verwenden. Für die Verwendung von Ers-
teren muss aber ein liquider Markt von Langlebigkeitsanleihen existieren. Falls
der vorliegt, wäre es möglich, die Preise der Langlebigkeitsbonds als Basis-
wert von Terminkontrakten zu wählen.25 Eine andere Underlyingmöglichkeit
ist die Verwendung eines Survivorindex. Ein Beispiel eines solchen Index ist
der Survivorindex, der den Cashflows der EIB/BNP-Anleihe zugrunde liegt.
25 Etwas Vergleichbares hierzu ist der „LIFFE long-gilts“ Future.
26
2. Mortalitätsbasierte Wertpapiere
Das Spektrum von möglichen Survivorindizes wäre sehr groß, da die Indizes
u. a. in männlich / weiblich und für jedes Lebensalter unterteilt sein könn-
ten. Dies kann eventuell die Liquidität im Markt senken. Andererseits könn-
te gerade das, Spekulanten anlocken, da diese darauf wetten, wie sich rela-
tiv die Sterberaten in unterschiedlichen Lebensaltern zueinander entwickeln
(Blake, Cairns & Dowd, 2006).
2.2.4. Mortalitätsoption
Eine Option liefert einen Auszahlungsstrom, welcher eine nichtlineare Funktion der
Underlyingvariable ist. Die Nichtlinearität bringt einige Vorteile für Hedger und
Spekulanten mit sich. Für Hedginggeschäfte liegt der Vorteil in der Absicherung der
Risiken aus einem eventuellen Abwärtstrend einerseits und der Partizipation einer
möglichen Aufwärtsbewegung andererseits. Für Spekulanten sind Optionen in dem
Fall nützlich, wenn diese eher die erwarteten Volatilitäten der Sterberate als die
Niveaus der Sterberaten handeln wollen. Für beide Marktteilnehmer stellen daher
Optionen ein gutes Finanzmarktinstrument dar. Sowohl die Bewertung als auch
das Risikomanagement mit Optionen benötigen den Umgang mit stochastischen
Mortalitätsmodellen. Für eine ausführlichere Beschreibung sei an dieser Stelle auf
die Arbeiten von Olivier und Jeffery (2004) oder Cairns et al. (2006b) verwiesen.
Survivorcap und Survivorfloor Ein möglicher Markt für Survivorcaps und Survi-
vorfloors26 wurde bereits in Abschnitt 2.2.1 erwähnt. Die Grundidee ist die
Verwendung eines Survivorindex S(t, x) als Basiswert. sc(t) sei nun die Capra-
te zum Ausübungszeitpunkt t. Zum Zeitpunkt t folgt für den Survivorcaplet
eine Zahlung von max{S(t, x) − sc(t), 0}. Ähnlich dem folgt aus einem Sur-
vivorfloorlet ein Zahlung von max{sf (t) − S(t, x), 0} zum Zeitpunkt t. Die
Caplets und Floorlets können dann in die Survivorcaps und Survivorfloors
verpackt werden. Alternativ zum Underlying S(t, x) könnte der Preis von Sur-
vivorterminkontrakten gewählt werden (Cairns et al., 2006b).
Mortalitätsswaption Ein komplexeres Regelwerk stellen Mortalitätsswaptions27 dar.
In diesem Fall ist das Underlying ein Mortalitätsswap mit festgelegter Struktur
26 Im Allgemeinen erwirbt der Käufer eines Caps das Recht auf eine Ausgleichszahlung, falls
an bestimmten Stichtagen ein Referenzwert eine vereinbarte Obergrenze überschreitet. Floors
sind das Gegenstück und geeignet als eine Ausgleichzahlung, wenn eine festgelegte Grenze
unterschritten wird, somit sichert man sich den Mindestwert einer Zahlung.
27 Swaptions sind Optionen, die es dem Käufer gegen die Zahlung einer einmaligen Prämie
erlauben, zu einem bestimmten Zeitpunkt (europäische Swaption), bis zu einem bestimmten
Zeitpunkt (amerikanische Swaption, extrem selten) oder zu festgelegten aufeinanderfolgenden
Zeitpunkten (Bermuda-Swaption) in einen Zahlungstausch einzutreten.
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und Laufzeit. Eine Swaption gibt dem Halter das Recht in einen Swap auf der
einen oder anderen Vertragsseite einzusteigen. Ist der Basiswert ein klassischer
Mortalitätsswap, kann zwischen Payer-Swaptions und Receiver-Swaptions un-
terschieden werden. Der Käufer einer Payer-Swaption hat dabei das Recht in
einen Swap einzutreten, indem er eine fixe Zahlung abgibt und eine varia-
ble Zahlung empfängt. Die Payer-Swaption ist daher eine Absicherung gegen
einen steigenden Kurs. Eine Payer-Swaption kann auch als ein Put auf einen
Survivorindex angesehen werden, da der Wert der Swaption mit fallendem Sur-
vivorindex steigt. Der Käufer einer Receiver-Swaption hat dagegen das Recht,
in einen Swap einzutreten, indem er eine fixe Zahlung empfängt und eine va-
riable Zahlung abgibt. Die Receiver-Swaption ist eine Absicherung gegen einen
sinkenden Index. Diese Art von Swaption kann man als einen Call auf einen
Survivorindex interpretieren, da der Wert der Swaption sich mit steigendem
Index erhöht (Cairns et al., 2006b).
2.3. Risikoklassen
Ein wichtiger Bestandteil des Risikomanagements ist die Evaluierung der Auswir-
kungen von Schlüsselfaktoren auf die finanziellen Beteiligungen. Für Pensionsinstitu-
te bedeutet dies, insbesondere eine Sensitivitätsanalyse der Cashflows der Verbind-
lichkeiten und deren Wertveränderungen bei Langlebigkeit durchzuführen. Lebens-
versicherer dagegen müssen ihre Cashflows und Bilanzwerte einer Sensitivitätsana-
lyse bzgl. höherer Mortalitätsraten unterziehen. Den Startpunkt hierfür bildet eine
Vorhersagemenge über die zukünftige Entwicklung der Sterberaten unter Beachtung
der folgenden zwei Punkte (Coughlan, Epstein, Ong et al., 2007):
• Die Simulation der Sterberaten muss über ein stochastisches Modell erfolgen
und
• eine Reihe von Stresstests, bei dem die normalen Schätzungen von negativen
Effekten betroffen werden, integrieren.
Diese Simulationspfade werden dann auf die finanziellen Beteiligungen angewendet,
sodass die Auswirkungen auf den Cashflow und die Bilanzierungswerte determiniert
und die Risiken ersichtlich werden.
Es gibt verschiedene Risikoarten und Möglichkeiten diese zu klassifizieren. Eine
einfache und hier angemessene Art ist die Unterscheidung von finanziellen und de-
mographischen Risiken. Finanzrisiken basieren in der Regel auf Veränderungen von
Preisen von den jeweiligen gehandelten Werten auf dem Finanzmarkt. Insbesondere
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sind hier zu nennen das Zinsrisiko, Inflationsrisiko, Kreditrisiko und Investmentri-
siko. Diese Risiken sind grundsätzlich transparenter Art und besitzen eine Fülle
an historischen Daten, um diese zu bewerten. Bevor auf das demographische Risi-
ko näher eingegangen wird, soll das Kreditrisiko an dieser Stelle im Kontext von
mortalitätsbasierten Finanzmarktinstrumenten erläutert werden.
Kreditrisiko
In Abschnitt 2.2 wurden verschiedene Formen von mortalitätsbasierten Wertpapie-
ren beschrieben. Jedes dieser Wertpapiere umfasst verschiedene Vertragspartner und
der Erfolg dieser Verträge hängt auch vom Vertrauen ab, dass die vertraglich geregel-
ten Cashflows tatsächlich gezahlt werden. In einigen Fällen, wie bspw. bei Langlebig-
keitsbonds, liegen die Cashflows sehr weit in der Zukunft. Im Fall der EIB-Anleihe
dauert der Mortalitätsswap zwischen BNP Paribas und Partner Re 25 Jahre an.
Mit der EIB-Anleihe sind Investoren direkt oder indirekt vom Ausfallrisiko von EIB,
BNP Paribas oder Partner Re betroffen28. Beim Ausfall von BNP oder Partner Re
ist EIB vertraglich dazu verpflichtet, die Zahlungen an den Anleiheninhaber weiter-
zuführen. Ein weiterführendes Risiko besteht auch darin, dass ein Ausfall von BNP
Paribas oder Partner Re (zu einem ungeeigneten Zeitpunkt) einen Ausfall von EIB
auslösen kann. Bei der EIB-Anleihe liegt das bedeutendste Kreditrisiko bei einem
Ausfall von EIB. Da EIB jedoch ein triple A Rating vorweisen kann, wird eine Absi-
cherung dieses Risikos für nicht notwendig empfunden. Allerdings wird ein Investor
bei anderen mortalitätsbasierten Wertpapieren eher mit schlechter gerateten Institu-
tionen zusammenarbeiten. Bei solchen Rahmenbedingungen ist es daher wesentlich,
dass das Kreditrisiko im Vertrag mit Berücksichtigung findet. Ohne solch eine Re-
gelung würden potenzielle Investoren verschreckt werden (Blake, Cairns & Dowd,
2006).
Die primäre Funktion von Langlebigkeitsanleihen und anderen mortalitätsbasier-
ten Wertpapieren ist, dem Inhaber der Wertpapiere eine Gelegenheit zu geben, sein
systematisches Langlebigkeitsrisiko abzusichern. Diese Investoren wollen nicht wei-
tere Markt- oder Kreditrisiken auf sich nehmen. Daher muss beim Aufbau von
mortalitätsbasierten Wertpapieren das Ausfallrisiko von wichtigen Marktakteuren
berücksichtigt und die daraus entstehenden Risiken gemindert werden. Dies kann
zu einer Änderung im Preis des Wertpapiers führen und in der Bereitschaft von
Investoren in einen solchen Markt einzusteigen. Ein Beispiel hierfür ist der Aufbau
der EIB-Anleihe29. Weitere mögliche Formen, die Ausfallrisiken zu mindern, werden
28 vgl. Abbildung 2.10
29 vgl. Abbildung 2.5
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im Folgenden vorgestellt.
Kreditversicherung Das Kreditrisiko kann durch die Integration einer Kreditver-
sicherung in den Vertrag verringert werden. Hierunter fallen u. a. Financial-
Guarantee Versicherungspolicen30 und Ausfallbürgschaften. Ein Unternehmen
könnte solch eine Versicherung erwerben, um sich gegen den eventuellen Ausfall
des Vertragspartners zu schützen. Um eine Firma als Vertragspartner attrak-
tiv für andere Unternehmen zu machen, kann es selbst eine Versicherung für
den Fall des eigenen Ausfalls erwerben. Dadurch wird der Vertragspartner vor
möglichen Verlusten geschützt. Allerdings kann diese Form der Versicherung
recht teuer sein (Blake, Cairns & Dowd, 2006).
Kreditderivate Dem Kreditrisiko kann auch mit Kreditderivaten begegnet werden.
Hier sind zum Beispiel Credit Default Swaps zu nennen. Bei diesen Deri-
vaten wird eine Zahlung vereinbart, die bei Eintreten eines spezifischen Er-
eignisses - wie bspw. der Ausfall des Kredits oder einer Bonitätsverschlech-
terung - geleistet wird. Das zu spezifizierende Ereignis muss hier allerdings
sorgfältig gewählt werden, um mögliche Basisrisiken zu vermeiden. Wie bei
der Kreditversicherung gilt auch hier, dass diese Form recht teuer sein kann
(Blake, Cairns & Dowd, 2006).
Credit Enhancement - Bonitätsverbesserung Die Ausfallrisiken der Vertragspart-
ner können auch mittels Credit Enhancement Methoden gemanagt werden.
Hierunter fallen u. a. folgende Methoden:
• Collateral Agreement (Vereinbarung über die Bereitstellung von Sicher-
heiten),
• Recouponing (Zahlungsströme werden ausgetauscht, wenn eine festgeleg-
te Schwelle überschritten wird und der Zahlungsplan wird neu erstellt,
um den Wert des Swaps auf null zu bringen),
• Kreditauslöser (eine Vertragspartei, welche eine vereinbarte Bonitätsver-
schlechterung erfährt, wird verpflichtet, die Swapposition aufzulösen und
die offenen Forderungen zu begleichen),
• Kündigungsoption (ermöglicht den Vertragspartnern die Swapvereinba-
rung zu beenden).
30 Unter einer Financial-Guarantee Versicherungspolice ist eine Police zu verstehen, welche die
vereinbarungsgemäße Erfüllung einer finanziellen Verpflichtung versichert. Ausgenommen sind
Kreditbriefe der Banken, Leistungsgarantien und Kautionen (vgl. Tan (1997), S. 2).
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Diese Methoden unterstützen die Unternehmen, ihr Kreditrisiko bei Swaps
zu managen und sind insbesondere von Vorteil, wenn es sich um langfristige
Swaps handelt. Diese sind somit auch für Mortalitätsswaps nützlich, da diese
typischerweise über eine längere Periode laufen (Blake, Cairns & Dowd, 2006).
Zweckgesellschaft Eine andere gängige Möglichkeit dem Ausfallrisiko zu begegnen,
ist die Gründung einer Zweckgesellschaft (Special Purpose Vehicle (SPV))31.
Ein mögliche (vereinfachte) Ausgestaltung ist in Abbildung 2.5 dargestellt.
Die Zahlung des Anleiheninhabers an die Zweckgesellschaft wird durch eine
Anfangszahlung des Anleihenausgebers an die Zweckgesellschaft aufgestockt.
Diese Zweckgesellschaft wurde nur für die Verwaltung dieser einen Anleihe ge-
gründet. Die SPV verwendet die Einnahmen, um Forderungen mit variabler
Verzinsung und hoher Bonität zu erwerben. Gleichzeitig geht die Zweckgesell-
schaft mit einer Investmentbank einen Zinsswap ein. Die Kombination aus der
Forderung und dem Swap wird derart strukturiert, dass ein jährlicher Cas-
hflow von K32 entsteht. Die Erlöse aus dem Kupon werden dann zwischen
dem Emittenten und dem Anleiheninhaber aufgeteilt. Der Anleiheninhaber
erhält den variablen Kupon K · S(t) und der Emittent den restlichen Betrag
K · (1−S(t)). Die Kapitaleinlage bei der Zweckgesellschaft und der Swap mit
der Investmentbank können teilweise vom Kreditrisiko betroffen sein. Wenn
das Ausfallrisiko als zu hoch wahrgenommen wird, kann die Struktur der An-
leihe eine Zahlung an eine Credit Enhancement Gesellschaft nötig machen.
Die Credit Enhancement Gesellschaft garantiert dann alle Verluste des Lang-
lebigkeitsbonds zu tragen, falls es Zahlungsausfälle geben sollte. Anderenfalls
wären die Kuponzahlungen an den Emittenten und den Anleiheninhaber be-
troffen (Blake, Cairns & Dowd, 2006).
Die zentrale Rolle einer Credit Enhancement Gesellschaft liegt in der Beseitigung
(so weit wie möglich) des Risikos für einen Investor, vom Kreditrisiko betroffen
zu sein. Dies wird durch eine Versicherung erreicht, die zahlt, wenn einer der bei-
den Vertragsparteien ausfällt und nicht mehr den Zahlungen nachkommen kann.
Ohne diese Absicherung würden dem Investor zukünftige Cashflows entfallen. Die
Integration einer solchen Gesellschaft eliminiert natürlich nicht das Kreditrisiko des
Investors vollständig, da die Credit Enhancement Gesellschaft selbst auch ausfal-
len kann. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Credit Enhancement Gesellschaft und
31 Für den Transfer von versicherungstechnischen Risiken werden häufig Zweckgesellschaften
verwendet (vgl. Abschnitt 2.1.2).
32 K ist der Anfangskupon der Langlebigkeitsanleihe.
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Abbildung 2.5.: Struktur der Cashflows einer Langlebigkeitsanleihe bei Integration
einer Zweckgesellschaft
Quelle: In Anlehnung an Blake, Cairns und Dowd (2006)
der Vertragspartner des primären Geschäftes gleichzeitig ausfallen, ist recht gering
(Blake, Cairns & Dowd, 2006).
Demographisches Risiko
Hiermit ist das Risiko gemeint, das durch die zugrunde liegende Population hervor-
gerufen wird. Dieses Risiko wurde bis vor Kurzem noch auf dem Versicherungsmarkt
gehandelt. Langlebigkeits- und Sterberisiko sind die beiden Hauptbestandteile, die
dem demographischen Risiko zuzuordnen sind. Andere können sein: frühzeitiger Ru-
hestand oder die Wahl einer Pauschalsumme bei Rentenbeginn. Beide Risiken kön-
nen auf Pensionsinstitute zutreffen. Ein anderes Risiko trifft Versicherungsportfo-
lios, welche der vorzeitigen Auslieferung ihrer Versicherungspolicen ausgesetzt sind
(Sweeting, 2010).
Basisrisiko der Population
Einer besonderen Art von demographischem Risiko sind Altersvorsorge- und Lebens-
versicherungsprodukte ausgesetzt, dem Basisrisiko der Population. Dies ist das Risi-
ko, das aus den Unterschieden der Sterberatenstruktur zwischen zwei Populationen
hervorgeht (Sweeting, 2010). Populationen mit abweichendem Alters-, Geschlechts-
, sozioökonomischem und geographischem Profil werden auch abweichende Lang-
32
2. Mortalitätsbasierte Wertpapiere
lebigkeits- und Sterberisiken haben. Sämtliche versicherungsspezifische Populatio-
nen haben ein Basisrisiko gegenüber einer reinen nationalen Population und ge-
genüber einer standardisierten Sterbetafel, die sie zur Bewertung heranziehen. Die
Langlebigkeits- und Sterberisiken dieser spezifischen Populationen können in zwei
Komponenten aufgeteilt werden:
• Das Risiko, das sich aus der nationalen Population ableitet plus
• dem Risiko der unternehmensspezifischen Population in Bezug auf die natio-
nale.
Das Basisrisiko der Population kann auch von Belang beim Hedgen oder dem Ri-
sikotransfer sein. Falls die Population des Hedginginstruments eine abweichende
Struktur von der unternehmensspezifischen hat, birgt das Basisrisiko eine verrin-
gerte Effektivität der Hedgingstrategie oder sogar eine Verschlechterung. Das Ba-
sisrisiko hier bedeutet nicht automatisch, dass der Hedge ineffektiv ist, aber bei der
Entwicklung einer Hedgingstrategie ist es wichtig das Basisrisiko so gering wie mög-
lich zu gestalten (Coughlan, Epstein, Ong et al., 2007; Sweeting, 2010). Dies wird
im Abschnitt 2.5 im Detail erörtert.
Prognoserisiko der Sterberaten
Die Risiken, die sich aus der Prognose von Sterberaten ableiten lassen, untergliedern
sich in vier Teile (Coughlan, Epstein, Ong et al., 2007):
• Volatilität
• Stichprobe
• Sprünge
• Trend.
Die erste Komponente, die Volatilität der Mortalitätsraten, resultiert aus der Fluk-
tuation der Sterberaten von Jahr zu Jahr. Diese Risikoart ist relativ stabil im Ver-
lauf der Zeit (vgl. Abbildung 3.4 aus Kapitel 3). Wie stark die Schwankungen der
Sterberaten von Jahr zu Jahr sein können, zeigt Abbildung 3.5. Tabelle 2.1 listet
die Volatilitäten für verschiedene Teilpopulationen von Deutschland und den USA
auf. Volatilität ist hierbei als Standardabweichung der Sterberaten definiert. Die
Streuung für 65-Jährige beträgt für Deutschland 4,8 Prozent und für die USA 2,9
Prozent. Für 85-Jährige ist diese Streuung leicht höher und liegt bei 5,6 bzw. 3,7 Pro-
zent. Bemerkt werden muss, dass die Streuung bei Vergrößerung der Teilpopulation
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Deutschland USA
(1956 - 2008) (1933 - 2006)
65-Jährige 4,8 % 2,9 %
60-69-Jährige 5,0 % 2,8 %
85-Jährige 5,6 % 3,7 %
75-84-Jährige 5,0 % 2,9 %
Tabelle 2.1.: Volatilität der nationalen Sterberaten von Männern für Deutschland
und die USA (Standardabweichung der jährlichen Änderungen der
Sterberaten)
abnimmt, da die zufälligen Schwankungen der einzelnen Altersgruppen eliminiert
werden.
Das Risiko aus der Stichprobe reflektiert die statistische Ungenauigkeit, die die
Sterberaten von kleinen Stichproben mit sich führen. Für große Populationen (mehr
als 100.000 Individuen) liegt die realisierte Sterberatenentwicklung im Allgemeinen
sehr nahe am wahren Verlauf der Mortalitäten. Dies impliziert zwei Fakten:
• Man kann Schätzungen der Mortalitäten bei Verwendung aktueller Daten (aus-
genommen sehr seltene Mortalitätsschocks) als sehr präzise annehmen (sehr
geringer Schätzfehler).
• Es ist sehr wahrscheinlich, dass die Mortalitäten der nächsten Jahre (ausge-
nommen sehr seltene Mortalitätsschocks) sehr nahe an den Erwartungen der
wahren Sterberaten liegen (es sollten keine großen kurzfristigen Abweichungen
bestehen).
Für kleine Stichproben bzw. Populationen (weniger als 1000 Individuen) ist das
Gegenteil der Fall. Im Extremfall bspw., bei dem nur eine Person im Portfolio steckt,
wird die realisierte Sterberate in jedem Jahr entweder bei 0 oder bei 100 Prozent
sein - ungeachtet dessen, welchen wahren Wert die Mortalität im Moment hat. Für
kleine Populationen ist es daher wichtig zu beachten, dass
• jegliche Schätzungen auf Grundlage der eigenen Erfahrung über Sterberaten
große Schätzfehler in sich bergen und
• die realisierten Sterberaten der nächsten Jahre weit von den Prognosen liegen
können, obgleich die wahren Sterberaten mit Sicherheit bekannt sind.
Im Gegensatz zur Volatilität beziehen sich Risiken aus Sprüngen auf plötzliche und
starke Bewegungen des Mortalitätsverlaufs nach oben oder unten, bspw. durch ei-
ne Grippeepidemie verursacht. Das Sprungrisiko interpretiert man typischerweise als
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ein einseitiges Risiko. Dass die aktuellen Sterberaten zu einem höheren Niveau sprin-
gen (aufgrund von Epidemien, Naturkatastrophen, Terrorakten, etc.), wird hierbei
als viel wahrscheinlicher angenommen, als dass diese zu einem niedrigeren Level
springen. Der Grund ist, dass Verbesserungen der Sterblichkeit (Krankheitskuren,
gesunder Lebensstil) im Allgemeinen schrittweise vonstattengehen und die Wirkung
auf die individuelle Sterblichkeit nicht sofort sichtbar wird. Infolgedessen ist ein
plötzlicher Abfall der Sterberaten zwar unwahrscheinlicher als ein Anstieg, aller-
dings nicht gänzlich zu vernachlässigen. Im Kontext von Sprungrisiken ist es wich-
tig, zwischen den realisierten Sterberaten und den in der Zukunft zu erwartenden
Sterberaten zu unterscheiden. Die Bekanntgabe einer Heilungsmethode für Krebs
fördert eine schnelle Senkung der erwarteten Sterberaten, wodurch Rückstellungen
für Altersvorsorge im Wert ansteigen und Verpflichtungen aus Lebensversicherun-
gen sinken. Allerdings werden die realisierten Sterberaten sich wahrscheinlich nur
langsam verbessern, da neue Heilungsmethoden Zeit bis zur Einführung benötigen
und deren voller Effekt sichtbar wird (Coughlan, Epstein, Ong et al., 2007).
Das Risiko aus dem Trend der Mortalitäten ist ein langfristiges Risiko, was aus der
Unsicherheit über den langfristigen Verlauf der Sterberaten resultiert. Hierbei han-
delt es sich um ein zweiseitiges Risiko, da die langfristigen Sterberaten höher oder
niedriger ausfallen können, als die historischen Daten erahnen lassen und sich über
oder unter den Vorhersagen befinden. Die Auswirkung des Trendrisikos auf realisier-
te Mortalitätsraten über einen kurzen Zeitraum ist recht klein, aber die Auswirkung
auf die Erwartungen der langfristigen Sterblichkeit kann sehr groß werden. Wohin-
gegen sich die Mortalitätsraten nur langsam ändern, können sich die finanziellen
Verpflichtungen plötzlich stark ändern, falls die Erwartungen über den zukünftigen
Trend wechseln.
Simulation von Mortalitätsraten
Stochastische Modelle zur Simulation von Mortalitätsrisiken variieren abhängig von
der Beschaffenheit der Mortalitätsrisikolage und dem Zeitraum, über dem das Ri-
siko gemessen wird. Beispielsweise ist es bei einer Simulation über einen kurzen
Zeitraum nicht notwendig den langfristigen Trend auf komplexe Weise zu bestim-
men, da die kurzfristige Auswirkung nur sehr gering ist. In vergleichbarer Art muss
das Stichprobenrisiko bei einer sehr großen Population nicht modelliert werden, bei
der Simulation für eine kleine Stichprobe allerdings sehr wohl. Bei der Simulation
der Sterberaten entsteht noch ein anderes Risiko, welches noch nicht erwähnt wur-
de: das Modellrisiko - das Risiko, dass ein falsches Modell gewählt wurde. Ein darin
in Beziehung stehendes Risiko ist das Risiko der Parameterschätzung. Dies bezieht
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sich auf die Unsicherheit, die aus der Kalibrierung des Modells folgt, in dem die
Modellparameter an geeignete Daten angepasst werden. Wie beim Trendrisiko, bei
dem Unsicherheit über die langfristige Entwicklung besteht, hängt die Parameterun-
sicherheit wesentlich von den historischen Daten und deren Eignung ab (Sweeting,
2010).
Der Aufbau der Simulation ist auch von der Risikolage abhängig und kann sich
ändern. Für Risiken, die in Katastrophenanleihen (catastrophe-bond, kurz Cat-
Anleihen) verbrieft werden, bestehen abweichende Anforderungen an das Simula-
tionsmodell als bei Langlebigkeitsrisiken für Altersvorsorgeanbieter. Cat-Anleihen
umfassen eine vergleichsweise kurze Investmentperiode und haben die Absicherung
von Verlusten aus signifikanten Mortalitätssteigerungen zum Gegenstand. Beispiels-
weise war die Swiss Re Anleihe ein Investment für drei Jahre. Bei dieser Anleihe
mussten die Investoren Verluste verzeichnen, falls die Sterberaten über 130 Prozent
der für das Jahr 2002 festgesetzten Basissterberate lag. Um solche Sprungrisiken
zu erfassen, können sogenannte „jump diffusion“ Prozesse im Mortalitätsmodell
eingebaut werden, um die Wahrscheinlichkeit großer Sprünge zu integrieren (vgl.
Lin und Cox (2008)). Im Anschluss an einen Sprung kehrt die Mortalitätsrate zu
ihrem langfristigen Gleichgewicht zurück. Im Gegensatz dazu bedarf es bei Lang-
lebigkeitsrisiken für Altersvorsorgeanbieter nicht temporärer Sprünge. Diese wirken
sich nur sehr gering auf die Verbindlichkeiten dieser Institutionen aus. Stattdessen
müssen die Risiken über die Änderung des Trends aufgenommen werden. Solche
Veränderungen können aus extremen Ereignissen hervorgehen und wirken sich dau-
erhaft und langfristig auf den Verlauf der Sterberaten aus.
Eine besonders einfache Simulationsmethode, genannt historische Simulation, kann
bei den Sterberaten angewendet werden. Historische Simulationen erfordern zu-
nächst die Berechnung der relativen Änderungen der historischen Sterberaten und
anschließend die Anwendung dieser Änderungen auf das aktuelle Niveau der Zeitrei-
he. Dabei erhält man genau ein zukünftiges Szenario über den Verlauf (Mina & Xiao,
2001). Dieses Verfahren kann auf zwei verschiedenen Wegen angewendet werden:
• Historische Längsschnittsimulation erzeugt einen einzelnen Pfad der Sterbera-
ten über einen längeren Zeitraum und
• historische Querschnittssimulation, welche mehrere Szenarien für eine einzige
Periode (nächstes Jahr) produziert.
Ein kurzes Beispiel illustriert das Verfahren. Für Deutschland liegen Sterberaten seit
dem Jahr 1956 bis 2008 vor: m1956,m1957, ...,m2008. Der Index gibt das jeweilige Jahr
an. Als Erstes werden die historischen Änderungen (Renditen) berechnet, was auf
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unterschiedliche Weise geschehen kann. Eine verbreitete Möglichkeit zur Berechnung
der Änderungen ist, den Logarithmus auf den Quotienten der aufeinanderfolgenden
Sterberaten anzuwenden.
rt = log(m1956+t/m1956+t−1), mit t = 1, 2, 3, ..., 40.
Im nächsten Schritt werden diese Änderungen mit dem aktuellen Niveau der Ster-
beraten verknüpft. Als Ergebnis führt dies zu einem progressiven Szenario der Ster-
beraten zt.
z2009 = exp(r1) ∗m2008
z2010 = exp(r2) ∗ z2009
etc.
Dieses Verfahren erzeugt genau einen Simulationspfad der Sterberaten für einen
Zeithorizont von 40 Jahren: z2009, z2010, ..., z2048. Für 65-jährige Männer ist dieses
Verfahren in Abbildung 2.6 auf der linken Seite angegeben.
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Abbildung 2.6.: Historische Längsschnittsimulation (links) und Querschnittssimula-
tion (rechts) für 65-jährige Männer in Deutschland
Ein weiteres Verfahren, um aus den relativen Änderungen der Sterberaten Szena-
rien abzuleiten, ist die Querschnittssimulation. Dieses erzeugt mehrere Simulations-
pfade, allerdings nur für eine Periode. Dabei werden alle relativen Änderungen auf
den letzten Wert der Sterberaten angewendet.
z2009,1 = exp(r1) ∗m2008
z2009,2 = exp(r2) ∗m2008
etc.
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Diese Methode generiert verschiedene Pfade für einen Zeitpunkt, wie in Abbildung
2.6 auf der rechten Seite zu sehen ist. Historische Simulationen sind einfache und
transparente Verfahren zur Ermittlung zukünftiger Sterberaten. Es ist vor allem
bei kurzfristigen Simulationen (ein Jahr) von Vorteil, um die Volatilität zu erfas-
sen, bringt aber enorme Einschränkungen mit sich. Das Risiko eines Sprunges kann
nicht erklärt werden, es sei denn, in den historischen Daten liegen solche Ereignisse
vor. Außerdem wird unterstellt, dass exakt die gleiche Volatilität in der Zukunft
beobachtet wird. Ferner generiert der Ansatz für langfristige Prognosen nur einen
Simulationspfad, was die Berechnung von langfristigen Risiken nicht gestattet.
In Kapitel 3 werden detailliert verschiedene stochastische Modelle beschrieben, die
die Gesamtheit der Sterberaten über die Jahre und über die Altersgruppen simultan
analysieren und Panelsimulationen (also Längsschnitt- und Querschnittssimulatio-
nen) erzeugen können. Die Klasse der stochastischen Modelle mit Sprungprozessen
wird zu Beginn des Kapitels 4 erläutert, bevor darin ein neuartiges Modell für Lang-
lebigkeitsrisiken präsentiert wird. Die dabei gewonnenen Simulationspfade ermögli-
chen dann eine Bewertung der hier angesprochenen Risiken sowie die Bepreisung
von unterschiedlichen Finanzmarktinnovationen zur Verbriefung der Langlebigkeits-
risiken (siehe Kapitel 5).
2.4. Langlebigkeitsindizes
Um einen Vertrag basierend auf einem Standardportfolio von Überlebenden abzu-
schließen, wird ein geeigneter Referenzwert bzw. Mortalitätsindex oder auch Lang-
lebigkeitsindex benötigt. Wie die Eignung eines Index im Kontext von Mortalitäts-
risiken und vor allem Langlebigkeitsrisiken definiert werden kann, soll in diesem Ab-
schnitt erörtert werden. Ansatzpunkte hierfür liefert die Arbeit von Bailey (1992a).
Im Kontext von (un-)geeigneten Peergroup Benchmarks zur Messung des Invest-
menterfolges hat Bailey (1992a) die folgenden wichtigen Charakteristika für einen
Index herausgearbeitet:
• Eindeutig - Komponenten und Bestandteile müssen wohl definiert sein.
• Investierbar - es muss möglich sein, Komponenten des Benchmarks zu kaufen
und der Entwicklung zu folgen.
• Messbar - die Benchmark muss in regelmäßigen Abständen quantifizierbar sein.
• Eignung - die Benchmark sollte konsistent mit der Zielsetzung der Investoren
sein.
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• Investmentneigung - es sollte eine Komponente besitzen, worüber der Investor
eine Meinung besitzt (positiv, negativ, neutral) und sich im Index widerspie-
geln.
• Im Voraus spezifizierbar - die Benchmark sollte allen Teilnehmern vor Beginn
der Bewertungsperiode bekannt sein.
Diese Liste wurde von Ansell, Moles und Smart (2003) durch folgendes Kriterium
erweitert:
• Beobachtbar - Investoren können die Entwicklung der Benchmark im Verlauf
der Zeit beobachten und ihre Entscheidungen an die Performance der Bench-
mark knüpfen.
Die Kriterien der Messbarkeit und der Beobachtbarkeit sind sehr ähnlich, aber nicht
gleich. Der Unterschied dabei ist, dass Beobachtbarkeit einen Grad an Unmittel-
barkeit impliziert. Es bedeutet auch, dass eine beobachtbare Benchmark aktuell zur
Verfügung steht und nicht erst aus seinen Bestandteilen berechnet werden muss.
Bailey (1992b) hat noch weitere Faktoren betrachtet, die zur Analyse der Quali-
tät einer Benchmark heranzuziehen sind. In diesem Fall liegt die Annahme vor, dass
die Benchmark spezifischer ist als ein allgemeines Marktportfolio mit allen Wertpa-
pieren. Zwischen den beiden Kriterienlisten bestehen bedeutende Überlappungen.
Nichtsdestotrotz liefern diese Faktoren nützliche zusätzliche Hinweise.
• Die Benchmark muss einen hohen Anteil der Wertpapiere beinhalten, die im
Portfolio gehalten werden.
• Die Zu- und Abgänge der wesentlichen Bestandteile der Benchmark sollten
gering sein.
• Die Bestandteile der Benchmark sollten handelbare Größenordnungen besit-
zen.
• Die Variabilität des Portfolios in Bezug auf die Benchmark sollte geringer sein
als die Volatilität zum Marktportfolio.
• Die Korrelation zwischen rp − rm und rb − rm sollte strikt positiv,
• die Korrelation zwischen rp − rb und rb − rm nahe bei null und
• die Risikostruktur der Benchmark und des Portfolios ähnlich sein.
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In dieser Liste ist rm die Marktrendite, rb die Benchmarkrendite und rp die Port-
foliorendite. Diese Faktoren zielen auf die Schaffung einer geeigneten Benchmark
zur Performancemessung ab. Dieses Ziel unterscheidet sich von der Entwicklung ei-
nes Index, auf welchem Finanzinstrumente basieren. Dass aber die meisten dieser
Kriterien auch auf einen Langlebigkeitsindex zutreffen, beschreibt Sweeting (2010).
Die Eineindeutigkeit ist auch hier ein Schlüsselkriterium. Es ist wichtig, dass die
Zusammensetzung und die Zeitpunkte von Zahlungen einer jeglichen Langlebigkeit-
stransaktion gut spezifiziert sind. Hierunter fällt eine detaillierte Angabe der Refe-
renzpopulation, auf welcher der Index fußt und auf welche Weise sich die Population
im Verlauf der Zeit ändern kann. Dies geschieht im einfachsten Fall durch den Tod
der Individuen. Es können aber auch neue Individuen hineinkommen oder den In-
dex aus anderen Gründen als den Todesfall verlassen. Falls bspw. die Population
eines Staates als Referenzpopulation verwendet wird, muss die Emigration und Im-
migration mit berücksichtigt werden. Der Zeitraum für die Kalkulation des Index
muss ebenso wie die Berechnungsgrundlage spezifiziert werden. Falls Glättung bei
der Berechnung eine Rolle spielt (über die Altersgruppen oder über die Zeit), darf
kein Spielraum für subjektive Entscheidungen zurückbleiben. Daraus ergeben sich
für Sweeting (2010) zwei weitere Kriterien:
• Objektivität - falls die Sterberaten geglättet werden müssen (auf Grundla-
ge welcher Methode auch immer), darf nur ein geringer oder kein Raum für
subjektive Entscheidungen bleiben.
• Transparenz - welche Methode zur Glättung auch genutzt wird, diese muss für
die Investoren überprüfbar sein.
Das Konzept der Investierbarkeit von Bailey (1992a) ist nicht direkt auf Langle-
bigkeitsindizes überführbar, die Messbarkeit dagegen schon. Im Hinblick auf die
Verfügbarkeit der Daten ist die Konstruktion des Index einfach. Die Anforderung,
dies beizeiten zu realisieren und sich an einen vorher definierten Zeitrahmen zu hal-
ten, ist etwas schwieriger. Die Sammlung der Daten durch öffentliche Ämter und die
Veröffentlichung des Index können einige Zeit in Anspruch nehmen. Je länger das
dauert, umso höher ist das Risiko, dass etwas zwischen dem Stichtag des Index und
dem Zeitpunkt der Publikation geschieht33. Ein festgelegter Zeitpunkt zur Veröffent-
lichung ist ebenfalls wichtig, da ohne diese Information der Wert des Investments
nicht akkurat determiniert werden kann. Hieraus ergeben sich für Sweeting (2010)
zwei neue Kriterien in Bezug auf die Messbarkeit:
• Rechtzeitig - der Index muss zügig berechnet und veröffentlicht werden und
33 Bekanntgabe von verbesserten Therapien oder Medikamenten.
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• Regelmäßig - der Index muss zu festgelegten Zeiten aktualisiert werden.
Die Betrachtung des zusätzlichen Merkmals von Ansell et al. (2003) - Beobacht-
barkeit - kann hier nicht weiter genutzt werden. Aufgrund der Schwierigkeit der
zeitnahen und akkuraten Beobachtung von Sterberaten ist eine unverzügliche Beob-
achtung des Index kaum möglich. Die Sammlung und Aufbereitung von Sterberaten
einer Referenzpopulation wird immer eine Verzögerung mit sich bringen.
Ein Index muss auch für die Investoren geeignet sein. Ein Maß hierfür ist der Um-
fang, in welchem der Index den Sterberaten eines Portfolios folgt. Hier muss aber
ein Kompromiss gefunden werden zwischen dem Ausmaß der Übereinstimmung der
Indizes und einem Pensionsportfolio und der Anzahl an Portfolios, für welche der
Index eine gute Anpassung liefert. Die Vorteilhaftigkeit vieler Indizes liegt im hohen
Maß der Übereinstimmung mit einem bestimmten Portfolio und dem damit einher-
gehenden geringen Basisrisiko. Je geringer die Zahl der Indizes ist, desto höher ist das
Basisrisiko der Portfolios. Dennoch besteht für kleine Pensionsportfolios, auch bei
einer korrekten Übereinstimmung mit der Indexpopulation, die Gefahr signifikanter
Unterschiede zwischen der Entwicklung des Indizes und des Portfolios aufgrund der
Volatilität der Sterberaten. Auch ist zu beachten, dass das Volumen des Handels in-
nerhalb weniger Indizes höher ist als bei vielen Indizes. Diese Liquidität erhöht die
Attraktivität für Marktteilnehmer und verringert den Bid-/Ask-Spread. Die eben
diskutierte Eignung berücksichtigt nur das Trendrisiko nicht aber das Volatilitätsri-
siko. Beachtet man die Größe eines Pensionsportfolios, muss man sich das Merkmal
Relevanz von Bailey (1992b) vergegenwärtigen. Dies legt nahe, dass die Variabilität
der Pensionsverbindlichkeiten bezogen auf einen indexbasierten Langlebigkeitsswap
signifikant niedriger ausfallen muss als die Volatilität bei einem populationsbasierten
Swap.
Das vorletzte Merkmal von Bailey (1992a) fordert, dass die Benchmark die ak-
tuelle Investmentneigung reflektiert. Die Analogie zu Langlebigkeitsindizes sieht
Sweeting (2010) darin, dass die Struktur der Indizes dessen Verwendung reflektieren
muss. Diese angesprochene Struktur ist eng mit dem letzten Merkmal verbunden -
die Benchmark sollte so weit wie möglich im Voraus definiert sein. Dies gilt für den
Langlebigkeitsindex insofern, als dass die Zusammensetzung des Index im Voraus be-
kannt sein muss. In Anbetracht der möglichen Veränderungen bei der Verfügbarkeit
der Daten ist die zukünftige Zusammensetzung des Index für eine lange Zeitspanne
schwierig. Um daraus resultierende Probleme zu lösen, sieht Sweeting (2010) die
Schaffung einer unabhängigen Kommission für erforderlich. Abschließend verbleibt
noch eine weiteres Charakteristikum von Bailey (1992b), welche noch nicht aufge-
griffen wurde. Die Stabilität der Zusammensetzung der Benchmark ist ein wichtiger
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Faktor zur Messung der Performance im Verlauf der Zeit. Dies gilt ebenso für die
Indizes insofern, als dass die Kriterien zum Aufbau der Indizes nur selten verändert
werden sollten.
Basierend auf den oben beschriebenen Merkmalen, können die Kriterien für einen
geeigneten Langlebigkeitsindex wie folgt zusammengefasst werden:
• Eindeutigkeit - die Referenzpopulation des Index muss detailliert beschrieben
sein, inklusive wie Individuen aus dem Index fallen oder aufgenommen werden.
• Transparenz - die Methode zur Bestimmung der Sterberaten muss klar sein.
• Objektivität - die Methoden sollten nur geringen oder gar keinen subjektiven
Spielraum lassen.
• Messbarkeit - die Entwicklung der Sterberaten der Referenzpopulation muss
messbar sein.
• Rechtzeitig - die Sterberaten der Referenzpopulation müssen kurz nach dem
Stichtag verfügbar sein.
• Regelmäßig - die Indizes sollten zu festgelegten Zeitpunkten veröffentlicht wer-
den.
• Eignung - die Indizes sollten die Zusammensetzung der zu hedgenden Popula-
tion abbilden.
• Liquidität - es sollten nur so viele Indizes existieren, dass darauf basierende
Wertpapiere, Derivate und Swaps ausreichend liquide sind.
• Relevanz - die Variabilität der abzusichernden Verbindlichkeit bezogen auf
die Indizes sollte signifikant niedriger als deren Volatilität in Bezug auf die
Langlebigkeit der Population sein.
• Bedürfnis - die Struktur der Indizes sollte die Bedürfnisse der Nachfrager wi-
derspiegeln.
• Stabil - das Kriterium zur Konstruktion der Indizes sollte nur selten verändert
werden, und
• im Voraus spezifizierbar - die Indizes sollten so weit wie möglich im Voraus
definiert sein.
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Wie die bisherige Entwicklung von Langlebigkeitsindizes am Markt vonstatten-
ging, ist Gegenstand des Abschnittes 2.6.
In den letzten Abschnitten wurden der Gesamtrahmen und einige Schlüsselwerk-
zeuge zur Messung der Auswirkungen von Langlebigkeits- und Mortalitätsrisiken bei
Altersvorsorgeanbietern und vergleichbaren Institutionen präsentiert. Das folgende
Unterkapitel widmet sich den Themengebieten Risikotransfer und Hedgingmöglich-
keiten.
2.5. Hedging von Langlebigkeits- und Sterberisiken
Das Hedgegeschäft stellt grundsätzlich eine Entscheidung dar, bei welcher zwischen
dem Nutzen der Risikosenkung und den Transaktionskosten zur Generierung des
Hedges abgewogen werden muss. Der Nutzen des Hedgegeschäftes kann sich auf
unterschiedliche Weise manifestieren: verringerte Wahrscheinlichkeit einer Notlage
oder Insolvenz, niedrigere Kapitalanforderungen, höhere Kreditbonität, gesteigertes
Verschuldungslimit, größerer finanzieller Handlungsspielraum und / oder die Mög-
lichkeit ein anderes Geschäft mit ähnlicher Risikolage, aber mit gesteigerter Rendi-
techance, einzugehen (Coughlan, Epstein, Ong et al., 2007). Ein Pensionsanbieter,
der bspw. seine Zinsrisiken mit einem Swap absichert, bezahlt die (geringen) direkten
Transaktionskosten für den Swap, dem aber (größere) Opportunitätskosten gegen-
überstehen, falls der Zinssatz steigt. Um diesen Trade-off zu taxieren, ist es notwen-
dig die Effektivität eines Hedgegeschäftes für die Risikosenkung oder Risikoeliminie-
rung zu evaluieren. Die Evaluierung der Hedgeeffektivität beinhaltet die Analyse der
Risiken des eigenen Engagements und der des Hedgeinstrumentes. Insbesondere ist
es wichtig deren gemeinsamen Grad an Korrelation zu ergründen, sodass das Rest-
risiko quantifiziert werden kann. Bei Hedgegeschäften für Langlebigkeit besteht ein
wichtiges Restrisiko in der eventuellen Diskrepanz zwischen der Population des eige-
nen Engagements und der des Hedgeinstrumentes (Coughlan, Epstein, Ong et al.,
2007).
Hedgeeffektivität
Formell kann die Hedgeeffektivität wie folgt definiert werden. Die Hedgeeffektivität
ist das Maß, bis zu welchem Änderungen der Performance des eigenen Engagements
(Underlying) bzgl. des designierten Risikos, durch die Performance des Hedgeinstru-
ments aufgewogen wird (Coughlan et al., 2011). Diese Definition hebt hervor, dass
die Hedgeeffektivität besonders unter zwei Aspekten betrachtet werden muss:
• das zu hedgende Risiko und
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• der Performanceindikator.
In der Praxis ist das Engagement häufig verschiedenen Risikofaktoren ausgesetzt,
wie dem Zins-, Inflations-, Investment-, Langlebigkeitsrisiko, etc. Da die Risiken
gegenseitig interagieren in einer nicht linearen Form, ist es wichtig, dass die Beur-
teilung der Effektivität auf dem Risiko liegt, wofür das spezielle Hedgeinstrument
entwickelt wurde (Coughlan, Emery & Kolb, 2004). Wenn also das Langlebigkeits-
risiko das designierte Risiko ist, dann müssen der Einfluss des Zinsrisikos und der
anderen Risiken von der Beurteilung der Effektivität ausgeschlossen werden. Der
Performanceindikator bezieht sich auf die Maßzahl, die zur Evaluierung der Effekti-
vität genutzt wird, bspw. Cashflow oder Marktwert. Falls der Indikator der Cashflow
ist, muss die Effektivität mit Bezug auf die Auswirkungen des Risikos auf die Cas-
hflows evaluiert werden.
Bei der Evaluierung von Hedgegeschäften kann es nützlich sein, die Effektivität
eines speziellen Hedges gegenüber einem perfekten Hedge zu ermitteln. Ein per-
fekter Hedge ist einer, der vollständig den Einfluss des designierten Risikos unter
dem gewählten Performanceindikator und über die gesamte Absicherungsperiode
eliminiert. Mit anderen Worten, es wiegen die Änderungen des Hedgeinstruments
exakt die Änderungen des eigenen Engagements auf, in Bezug auf das vorgesehene
Risiko. In der Realität sind die Mehrzahl der von Institutionen arrangierten Hed-
gegeschäfte keine perfekten Hedges, spielen aber dennoch eine wichtige Rolle bei
der Verringerung des Gesamtrisikos. Solange ein Hedgeinstrument einen bedeuten-
den ökonomischen Ausgleich zwischen seiner Performance und der des Engagements
liefert, sollte dieser Hedge als effektiv erachtet werden (Coughlan et al., 2011).
Der direkteste Weg zur Messung der Effektivität ist in Form der Summe der
Risikoreduzierung (oder der Ausgleichsmenge), welche aus der Hedgebeziehung zu-
stande kommt. Dies beinhaltet den Vergleich der Risiken, die aus dem Engagement
resultieren gegenüber dem Portfolio, bestehend aus dem Engagement und dem Hed-
geinstrument. Die Effektivität wird von der Risikocharakteristika des Engagements,
des Hedgeinstruments und deren Korrelation abhängen. Möge U das eigene Enga-
gement repräsentieren und H das Hedgeinstrument. Dann besteht das Portfolio aus
der Kombination der beiden Teile
P = U + h×H,
mit h dem Hedgequotienten (Coughlan, Epstein, Ong et al., 2007). Dieser gibt die
Summe des Hedgeinstruments an, um eine Einheit des Engagements zu hedgen. Die
Effektivität kann in Form der Risikoreduzierung wie folgt ermittelt werden:
R = 1− Risiko(P )/Risiko(U).
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Bei einem perfekten Hedge liegen das vereinigte Risiko bei null und die Risikoredu-
zierung bei 100 Prozent. Allerdings wird das gemeinsame Risiko nur in seltensten
Fällen bei null liegen, sodass im Allgemeinen die Reduzierung kleiner als 100 Prozent
ist. Gleichwohl kann die Effektivität optimiert werden, indem der Hedgequotient h
gewählt wird, der die größte Risikoreduzierung ermöglicht (Coughlan et al., 2011).
Coughlan et al. (2004) haben ein Vorgehen entwickelt, um ganz allgemein die Hed-
geeffektivität zu evaluieren. Dieses Vorgehen besteht aus fünf Schritten:
1. definiere das abzusichernde Objekt (Engagement),
2. wähle ein Hedgeinstrument aus,
3. wähle eine Methode zur Evaluierung der Effektivität aus,
4. evaluiere die Effektivität,
5. interpretiere die Ergebnisse.
Bei der Definition des abzusichernden Objektes in Schritt eins ist es von Be-
deutung, das designierte Risiko sorgfältig zu spezifizieren. Dies schließt die Risiko-
art (Langlebigkeits- vs. Sterberisiko) sowie die Grundstruktur des Engagements ein
(Sprung der Sterberaten über 130 Prozent in einem Jahr oder langfristiger Trend
über 10 Jahre). Ein wesentlicher Teil hier stellt auch der Anlagehorizont der Hedge-
beziehung und der Performanceindikator dar. Sobald das Hedgeinstrument gewählt
wurde, sollte in Schritt zwei der optimale Hedgequotient ausgesucht werden, um die
Risikoreduzierung zu maximieren. Der dritte Schritt - Auswahl der Evaluierungs-
methode - ist wichtig, da eine unpassende Wahl falsche und irreführende Ergebnisse
herbeiführen kann. Ein effektives Hedgegeschäft kann dadurch als unwirksam erach-
tet werden. Der dritte Schritt enthält sieben einzelne Elemente:
1. Referenzauswahl: Definiert, womit der Hedge innerhalb des Effektivitätstests
verglichen werden soll.
2. Ansatz zur Messung: Spezifiziert, wie die Auswirkungen des designierten Ri-
sikos durch den ausgewählten Indikator evaluiert werden. Beispielsweise kann
bei der Analyse der Änderungen der Cashflows aufgrund von Schwankungen
der Sterberaten angenommen werden, dass die Zinssätze bei ihrem aktuellen
Niveau verharren.
3. Historische Datensätze: Gibt die historischen Daten an, die zur Evaluierung
der Effektivität herangezogen werden. Dies beinhaltet u. a. die Wahl des Be-
obachtungszeitraums und die Häufigkeit innerhalb einer Periode.
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4. Simulationsmethode: Definiert, wie die historischen Daten für die prospektive
Beurteilung der Effektivität genutzt werden. Dies umfasst Stresstests oder
stochastische Modelle, die zur Simulation der zukünftigen Performance des
Engagements und des Hedgeinstruments genutzt werden.
5. Laufzeit: Gibt an, ob die Beurteilung bis zum Laufzeitende des Engagements
geführt oder für einen kürzeren Zeitraum evaluiert wird.
6. Vergleichsbasis: Spezifiziert, ob die Evaluierung auf vorläufigen und / oder
abschließenden Performancevergleichen basiert und auf kumulierter oder jähr-
licher Grundlage erfolgt.
7. Art des Effektivitätstests: Definiert, ob der Test ein Risikoreduzierungstest,
eine Regression, eine einfache Ausgleichskalkulation bei festgelegten Szenarien,
etc. ist.
Nach der Methodenauswahl birgt Schritt vier die Implementierung der Kalkulation
der Effektivität in sich. Zunächst müssen dabei Simulationen vorgenommen wer-
den, um Szenarienpfade zu produzieren und / oder Stresstests für Mortalitätsraten,
Zinssätze, etc. zu entwickeln. Anschließend müssen beide - Engagement und Hed-
geinstrument - in Bezug auf den Performanceindikator und unter den Szenarien /
Stresstests evaluiert werden. Abschließend wird die Risikowirkung auf das Under-
lying und das Hedgeinstrument hinsichtlich des gewählten Indikators benutzt, um
die Summe der Risikoreduzierung bzw. das Ausmaß des Ausgleiches zu evaluieren.
Der letzte Schritt dreht sich um die Interpretation der Ergebnisse sowie einer Beur-
teilung, ob die Risikosenkung bzw. das Ausgleichsniveau ausreichend für den Hedge
ist, um diesen als effektiv zu erachten.
Quellen von Hedgeunwirksamkeit
Es gibt keine triviale Möglichkeit Langlebigkeits- und Sterberisiken vollständig zu
hedgen, außer das Hedgeinstrument ist individuell auf das Engagement zugeschnit-
ten. Nur dann kann es ein perfekter Hedge sein. Trotzdem kann ein auf einer Re-
ferenzpopulation basierter Hedge einen bedeutenden Teil der Risiken eliminieren.
Falls der Hedge derart konstruiert wurde, dass die Anfangseigenschaft gut mit dem
Engagement übereinstimmt und periodisch angepasst wird, kann das verbleibende
Risiko (Basisrisiko) auf folgende zwei Teile reduziert werden:
• Statistischer Stichprobenfehler bei kleinen Populationen
• Unterschiedliche Risikocharakteristika der Referenzpopulation und der Popu-
lation des Engagements.
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Während der Stichprobenfehler für kleine Populationen Bedeutung hat, ist dies bei
großen Stichproben eher unwahrscheinlich. Die zweite Komponente ist interessanter,
da dies der Ursprung des Basisrisikos ist. Das Basisrisiko kann abhängig von der ge-
nauen Struktur der Unterschiede minimiert werden (Coughlan, Epstein, Ong et al.,
2007).
Es gibt zahlreiche potentielle Quellen für die Wirkungslosigkeit von Hedgegeschäf-
ten, die aus dem Basisrisiko der Population entspringen. Das Basisrisiko der Popula-
tion beschreibt die unterschiedliche Struktur der Sterberaten zweier Populationen.
In einer Hedgesituation resultiert dieses Risiko aus einer schlechten Übereinstim-
mung der Population des Engagements und der Population des Hedgeinstrumentes.
Das Basisrisiko kann in Bezug auf die Übereinstimmung in ein oder mehrere der
folgenden Charakteristika klassifiziert werden (Coughlan et al., 2011):
• Altersprofil
• Geschlechtsprofil
• Sozioökonomisches Profil
• Lebensstil
• Gesundheitsprofil
• Geographisches Profil, etc.
Falls zwei Populationen unterschiedliche Profile aufweisen, werden diese im Allgemei-
nen unterschiedliche Erfahrungen von Langlebigkeit und Mortalität besitzen. Diese
Unterschiede können an Bedeutung gewinnen, wenn es um die Auswirkungen auf
den Anlagenwert oder Cashflow geht. Die Bedeutung hängt im Einzelnen von der
Beschaffenheit der Populationen ab sowie von der Beschaffenheit der Risiken und
des Hedgeinstruments. Die Änderungen der Sterberaten für unterschiedliche Alters-
gruppen verlaufen nicht immer parallel oder proportional zueinander. Dies kann
in Abbildung 2.7 deutlich gesehen werden. Die Grafik zeigt die relativen Verände-
rungen über 10-jährige Perioden für die Altersgruppen von deutschen Männern34.
Die Verschiebungen sind recht unterschiedlich bei verschiedenen Altersgruppen, sind
aber vergleichsweise glatt über die Altersklassen. Insbesondere weisen benachbarte
Altersklassen ähnliche Bewegungen auf.
Es gibt vielseitige Begründungen dafür, warum es für die Mortalitätskurven an-
gemessen ist, sich auf abweichenden Pfaden zu bewegen. Die Kurven für jüngere
34 Ähnliches erhält man bei der Analyse der Sterberaten von Frauen.
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Abbildung 2.7.: Änderungen der Sterberaten im 10-Jahresabstand für Deutschland
Altersgruppen verlaufen anders als die von älteren. Als sich AIDS bspw. ausbrei-
tete, hat es eine größere Bedeutung für Menschen in jungen Jahren als für ältere
gehabt und ein Abflachen des Verlaufes verursacht. Auf der anderen Seite ist es wahr-
scheinlicher, dass ein heißer Sommer oder eisiger Winter die Sterberaten von älteren
Menschen erhöht und die Mortalitätskurven über den Altersklassen steiler werden.
Intuitiv gibt es wenige Gründe anzunehmen, dass die Änderungen der Sterberaten
von benachbarten Altersgruppen nicht hoch korreliert sind. Die Daten zeigen aller-
dings, dass diese Korrelationen geringer ausfallen, als man es erwarten könnte. Dies
trifft vor allem auf kurze Zeiträume (ein paar Jahre) zu. Ausgehend von den jährli-
chen Veränderungen der Sterberaten, gibt Abbildung 2.8 die Korrelationen zwischen
den Altersgruppen 1 bis 100 an. Intensiv helle Punkte, wie bei den Altersgruppen
80-100, kennzeichnen hohe positive Korrelationen in der Spanne von 0,4 bis 0,835.
Dunkle Punkte kennzeichnen negative Korrelationen in einer Spanne von -0,5 bis
0,036. Auf den Hauptdiagonalen besitzen alle Koeffizienten den Wert eins (weißer
Punkt). Sichtbar wird, dass vor allem im hohen Alter hohe positive Korrelationen
zwischen den Altersgruppen bestehen. Der Buckel im Verlauf der Sterberaten für die
Altersgruppe um 25 ist auch hier erkennbar. Um diese Altersklasse gibt es zahlreiche
helle Punkte. Ansonsten zeigen sich in der Nähe der Hauptdiagonalen vermehrt hohe
positive Korrelationen. Je weiter die Altersgruppen auseinanderliegen desto geringer
ist der Absolutbetrag des Koeffizienten (rechte untere Ecke).
35 Die höchste positive Korrelation (mit Ausnahme der Hauptdiagonalen) besteht zwischen den
Altersgruppen 90 & 93 und beträgt 0,7882.
36 Die höchste negative Korrelation mit -0,5434 besteht zwischen den Altersgruppen 57 und 58.
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Abbildung 2.8.: Korrelationen zwischen den Altersgruppen bei jährlicher Verände-
rung, helle Punkte deuten auf positive und dunkle Punkte auf ne-
gative Korrelation
Es sei bemerkt, dass diese Analyse auf den jährlichen Veränderungen der Sterbe-
raten aufbauen und daher eine große Schwankung vorliegt. Eine Wiederholung der
Korrelationsanalyse für Änderungen über einen längeren Zeitraum (5 oder 10 Jahre)
bringt höhere Korrelationen zutage, da die Schwankungen sich im Verlauf der Zeit
reduzieren. Eine Verlängerung des Zeitraums der Änderungen bedeutet aber auch
weniger Beobachtungspunkte und damit eine größere Unsicherheit bei der Schätzung
der Koeffizienten. Der Anstieg der Korrelationen könnte aus der Verringerung der
Stichprobe resultieren und zu Scheinergebnissen führen.
Eine wichtige Schlussfolgerung aus den Ausführungen ist, dass eine schlechte Über-
einstimmung von zwei Populationen nicht notwendigerweise zu einem signifikanten
Basisrisiko der Populationen führt. Solange die unzureichende Übereinstimmung des
Altersprofils nur auf wenige Jahre begrenzt ist, sind die Auswirkungen gering. Für
die Entwicklung von Hedgeinstrumenten für Langlebigkeitsrisiken und deren Evalu-
ierung ist dies eine wichtige Erkenntnis, die beim weiteren Vorgehen Berücksichti-
gung finden muss.
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Struktur von liquiden Hedgeinstrumenten
In jeder Hedgesituation gibt es das Spannungsfeld zwischen dem Kauf eines indivi-
duell angepassten Hedgeinstruments für ein spezifisches Risiko und einer standar-
disierten und verallgemeinerten Lösung. Die Absicherung von Langlebigkeits- und
Sterberisiken bildet da keine Ausnahme. Beide, individuelle und standardisierte Hed-
ges, haben ihre Vor- und Nachteile. Diese laufen auf eine Abwägung zwischen einer
hohen Hedgeeffektivität vs. der Liquidität und den Transaktionskosten hinaus. Vor
der folgenden Pro und Kontra Diskussion wird beschrieben, wie individuelle und
standardisierte Hedges für Langlebigkeits- und Sterberisiken aussehen können.
Ein individuell angefertigter Hedge wird derart zugeschnitten, dass die tatsäch-
liche Langlebigkeits- und Mortalitätsstruktur der speziellen Population gespiegelt
wird, womit das Risiko vollständig beseitigt wird. Dieser müsste als Cashflow-Hedge
aufgelegt werden, sodass der Netto-Cashflow (Cashflows aus dem Engagement und
dem Hedge) in Bezug auf die Veränderung der Sterberaten fixiert wird. Die Laufzeit
müsste bis zur letzten Zahlung der letzten Verbindlichkeit fortlaufen. Im Gegensatz
dazu basiert ein standardisierter Hedge auf der Sterberatenstruktur einer Referenz-
population (nationale Population) mit geringfügiger Kalibrierung, um sich an die
Gegebenheiten des Hedgeobjektes anzupassen. Ein Anstieg der Verbindlichkeiten
verursacht durch eine Veränderung der Sterberaten würde bei einem standardisier-
ten Hedge durch eine Ausgleichszahlung aufgewogen. Die Laufzeit solch eines Hedges
beträgt in der Regel 5, 10 oder 20 Jahre und ist damit kürzer als ein individueller
Langlebigkeitshedge (vgl. Coughlan et al., 2011).
Standardisierter Hedge Individueller Hedge
Vorteile • niedrige Aufsetz- und Be- • perfekter Hedge möglich
triebskosten • kein Restbasisrisiko
• potentiell liquide • minimale Anpassungen
• kurze Laufzeit • lange Laufzeit
• niedriges Ausfallrisiko des Ver-
tragspartners
• Absicherung bis Ende des Enga-
gements
Nachteile • kein perfekter Hedge • hohe Kosten
• Restbasisrisiko • geringe Liquidität
• periodische Anpassungen • schwierig abzuwickeln
• kurze Laufzeit • lange Laufzeit
• zu kurzer Absicherungszeitraum • hohes Ausfallrisiko des Ver-
tragspartners
Tabelle 2.2.: Vergleich von standardisierten und individuellen Hedgeinstrumenten
für Langlebigkeits- und Mortalitätsrisiken (Quelle: Zusammenfassung
von Coughlan, Epstein, Ong et al. (2007)
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Die Vor- und Nachteile von standardisierten und kundenspezifischen Hedgeinstru-
menten sind in Tabelle 2.2 zusammengefasst. Während der individuelle Hedge eine
vollständige Risikobegrenzung bereitstellt, bringt dieser auch höhere Kosten, größere
Kapitalintensität und eine hinderliche Justierung bzw. Abwicklung mit sich. Abhän-
gig von den juristischen und regulatorischen Rahmenbedingungen kann dieser Hedge
möglicherweise nicht als Alternative zugelassen werden. Der Standardhedge ist dage-
gen ökonomischer, weniger komplex und weitaus liquider handelbar. Der Hauptnach-
teil liegt in der nicht kompletten Eliminierung des Risikos und periodischen Anpas-
sung des Hedgeinstruments. Insbesondere verbleibt ein Restbasisrisiko, welches aber
durch sorgfältige Auswahl minimiert werden kann. Standardisierte Risikotransfer-
und Hedgeinstrumente sind eine wichtige Voraussetzung für die Entwicklung eines
liquiden Handelsmarktes für Langlebigkeit (Coughlan, Epstein, Ong et al., 2007).
2.6. Bisherige Entwicklung des Marktes
Beispiele von Kapitalmarktinnovationen, die genutzt werden können, um Sterbe-
und Langlebigkeitsrisiken abzusichern, gibt es nur sehr wenige. Mit der frühen Trans-
aktion des Barclays Life Assurance Unternehmen (Oktober 2003) wurden erfolgreich
400 Mio. $ vom fondgebundenen Lebens- und Pensionsgeschäft verbrieft (Grace-
church, 2003). Dies beinhaltete einen beachtlichen Anteil an Sterbe- und Langle-
bigkeitsrisiken. Friends Provident (Box Hill, 2004) folgte mit einem Transfer von
solchen Risiken auf den Kapitalmarkt. Obgleich die Mortalitätsrisiken bei diesen
Transaktionen mit eingeschlossen waren, brachten diese neben dem Principalrisi-
ko weitere Versicherungs- und Marktrisiken mit sich. Weshalb diese nicht als reine
Mortalitätsderivate zählen (Barrieu & Albertini, 2009).
Eine Weiterentwicklung um reine Sterberisiken zu übertragen, wurde durch den
Swiss Re Sterbebond im Dezember 2003 realisiert (siehe Abbildung 2.9). Swiss Re
hat dabei eine 400 Mio. $ Anleihe (250 Mio. $ Erstausgabe mit Option für weitere
150 Mio. $) mit einer Laufzeit von drei Jahren ausgegeben. Die Endauszahlung an
die Investoren war an einen Index gebunden, der den Sterberaten von fünf Ländern
folgt: USA, UK, Frankreich, Schweiz und Italien. Die Anleihe wurde mit dem LIBOR
plus 1,35 % bepreist als Risikoaufschlag für die eventuell verminderte Rückzahlung
am Ende der Laufzeit. Die Kuponzahlungen in Höhe von LIBOR plus 1,35 % wurden
vierteljährlich ausgezahlt. Eine Minderung tritt bei einer Katastrophe ein, welche
die Sterberaten stark ansteigen lassen, vergleichbar mit der Spanischen Grippe 1918.
Die Einzahlung der Investoren wird vollständig zurückgezahlt, solange der Mortali-
tätsindex zu jedem Zeitpunkt unter dem 1,3 fachen des Basiswertes des Jahres 2002
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Swap
Anbieter
Investoren
Vita
Capital
LIBOR (variabel)
Fix
LIBOR + 135 bps
400 Mio. $
Swiss
Re
Premium (X bps)
Endauszahlung
Option*
Aufteilung abhängig vom 
gewichteten 
Mortalitätsindex
• USA (70 %)
• UK (15 %)
• Frankreich (7,5 %)
• Schweiz (5 %)
• Italien (2,5 %)
* Auszahlung: 400 Mio. $ x ((Index % -130 %) / (150 % - 130 %))
Abbildung 2.9.: Aufbau von Swiss Re Vita I
liegt. Diese Rückzahlung reduziert sich um 5 Prozent für jeden Ein-Prozent Anstieg
über der Schwelle und verfällt vollständig, wenn die obere Schwelle von 150 Prozent
überschritten wird. Die genaue Auszahlungsstruktur kann durch folgende Funktion
ft(·) beschrieben werden (Blake, Cairns, Dowd & MacMinn, 2006):
ft(·) =
{
LIBOR + Prämie t = 1, . . . T − 1
LIBOR + Prämie + max(0, 100% -
∑
t Lt), t = T,
mit Lt als folgender Verlustfunktion
Lt =

0% falls Mt < 1, 3M0
[(Mt − 1, 3M0)/0, 2M0)]× 100% falls 1, 3M0 ≤ Mt ≤ 1, 5M0 ∀t
100% falls 1, 5M0 ≤ Mt,
mit M0 als Basismortalitätsindex und Mt dem Mortalitätsindex im Jahr t. Die Ku-
ponzahlungen beinhalten keine Abhängigkeit vom Mortalitätsindex, wogegen die
Rückzahlung eine lineare Funktion des Mortalitätsindexes ist.
Das angebotene Finanzmarktinstrument weist vergleichbare Merkmale zu Kata-
strophenanleihen auf, bei denen die Rückzahlung vermindert wird, falls ein spezi-
fisches Ereignis eintritt (in der Regel Anstieg der Sterberaten). Diese direkt auf
Mortalitäten aufbauende Transaktion ist einfacher zu modellieren und zu verstehen,
als Transaktionen, bei denen der gesamte Cashflow eines Lebensversicherungsport-
folios abgesichert wird. Dieses Produkt hat auch keinen Dritten benötigt, um ein
gutes Rating zu erhalten (wie dies bei Gracechurch und Box Hill der Fall gewesen
ist). Die Anleihe hat Swiss Re ermöglicht einen Teil seiner extremen Sterberisiken
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abzubauen und Kapital freizugeben, welches ansonsten zur Deckung der Verpflich-
tungen aus den Lebensversicherungen zurückbehalten werden musste. Die Anleihe
wurde von den Investoren sehr gut angenommen, weshalb das Volumen von anfäng-
lich 250 Mio. $ auf 400 Mio. $ aufgestockt wurde. Der Vita I Anleihe folgten weitere
wie Vita II (362 Mio. $) im Jahr 2005 und Vita III (705 Mio. $) im Jahr 2007,
beide von Swiss Re herausgegeben. Scottish Re hat im Jahr 2006 Tartan (155 Mio.
$) und AXA Osiris (442 Mio. $) auf den Markt gebracht (Bauer & Kramer, 2009;
Biffis & Blake, 2009).
Pensions-
anbieter
£ 540 Mio.
Partner
Re
£ 50 Mio. x St
EIB BNP Paribas
Fix £ St
e Variabel £ St
Währungsswap
St
e erwarteter Survivalindex St aktueller Survivalindex
Abbildung 2.10.: Aufbau der Langlebigkeitsanleihe von EIB/BNP Paribas
Im November 2004 wurde von der Europäischen Investment Bank und der BNP
Paribas die erste Langlebigkeitsanleihe ausgegeben (siehe Abbildung 2.10), welche
vergleichbar mit dem Vorschlag von Blake und Burrows (2001) ist. Die Anleihe mit
einem Volumen von 540 Mio. £ und einer Laufzeit von 25 Jahren war für britische
Lebensversicherer und Pensionsanbieter mit Langlebigkeitsrisiken gedacht. Die Aus-
zahlungen der Anleihe waren an einen Kohortenüberlebensindex gebunden. Dieser
Index bezog sich auf die realisierten Sterberaten 65-Jähriger aus England und Wales.
Die Basiskuponzahlung von 50 Mio. £ wurde an den Prozentteil der Überlebenden
der Referenzgruppe gekoppelt37. Abbildung 2.11 zeigt beispielhaft den Verlauf der
Auszahlungen der Anleihe. Je höher die Anzahl Überlebender in einem Jahr ist, desto
höher ist die Summe der Kuponauszahlungen. Da mit der Laufzeit die Unsicherheit
37 Genauer wurde die Auszahlung in t an die Überlebenden aus t − 2 gekoppelt, aufgrund der
Verzögerung bei der Veröffentlichung von öffentlichen Sterberaten.
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bei der Auszahlung der Kupons ansteigt, wird die Auszahlungsfunktion breiter. Der
dunkle Bereich gibt den Median an. Die Ränder repräsentieren das 90% Konfidenz-
intervall38. Bei der gegebenen Struktur der Anleihe trägt BNP das Investmentrisiko
und das Langlebigkeitsrisiko wird von Partner Re gedeckt. Die Anleihe wurde mit
AAA geratet, wie auch EIB zu der Zeit, womit ein sehr niedriges Ausfallrisiko des
Vertragspartners erzielt wurde (Blake, Cairns, Dowd & MacMinn, 2006).
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Abbildung 2.11.: Struktur der Kuponauszahlungen der EIB-Anleihe
Die Ausgabe der Anleihe wurde im Herbst 2005 zurückgezogen mit dem Hauptar-
gument, dass der Risikoaufschlag für das Langlebigkeitsrisiko zu gering sei. Warum
die Swiss Re Anleihe erfolgreich war und die EIB-Anleihe nicht, wurde in zahlrei-
chen Studien thematisiert. Lin und Cox (2008) schlagen ein Bewertungsmodell im
Rahmen von unvollständigen Versicherungsmärkten vor und berechnen darin den
Marktpreis der beiden Anleihen. Sie zeigen, dass die Swiss Re Anleihe Investoren
einen höheren Risikoaufschlag als andere versicherungsbasierte Anleihen liefert, die
EIB-Anleihe dagegen einen viel zu geringen Risikoaufschlag. Die Hauptmerkmale
dieser beiden Anleihen haben Blake, Cairns, Dowd und MacMinn (2006) verglichen
und Analogien zwischen Langlebigkeitsanleihen und gängigen Forderungspapieren
hergestellt. Sie weisen darauf hin, dass Langlebigkeitsanleihen aus existierenden
Wertpapieren entwickelt werden sollten. Tabelle 2.3 weist die Ergebnisse des Verglei-
ches aus. Blake, Cairns und Dowd (2006) diskutieren auch mögliche Nachteile der
EIB-Anleihe. Beispielsweise wird vorgeschlagen, dass die Laufzeit länger sein muss,
da nach 25 Jahren ein Restrisiko besteht. Die Kosten der Individuen, die nach 25
38 Eine detaillierte Beschreibung solcher „fan charts“ befindet sich in Abschnitt 3.5.3.
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Swiss Re Anleihe EIB/BNP Anleihe
• Hedge für Versicherer • Hedge für Investoren
• Versicherer erhält Ausgleich bei ex-
tremem Anstieg des Index
• Versicherer erhält Ausgleich, falls In-
dex niedriger ist als erwartet
• Hedge für Lebensversicherungen • Hedge für Altersvorsorgezahlungen
• Kurzfristig (3 Jahre) • Langfristig (25 Jahre)
• Über 5 Länder, Geschlecht und Al-
tersgruppen gewichteter Index
• Index für ein Land
• Rückzahlung ist risikobehaftet • Kuponzahlungen sind risikobehaftet
Tabelle 2.3.: Vergleich der Swiss Re und EIB-Anleihe (Quelle: Zusammenfassung
von Blake, Cairns, Dowd und MacMinn (2006)
Jahren noch leben, können hiermit nicht abgesichert werden. Auch wird das Ba-
sisrisiko aus der Referenzpopulation im Vergleich zum Risikoaufschlag als zu hoch
erachtet. Nachteilig ist auch, dass die Einzahlung von Pensionsanbietern getätigt
wird und diese hierdurch große Mengen an Kapital zusätzlich binden. Bei der Swiss
Re Anleihe wurden die Einzahlungen durch Investoren getätigt, die freie Kapitalre-
serven haben oder ihre Anlagen diversifizieren möchten. Die Pensionsanbieter zahlen
bei der Swiss Re Anleihe zur Absicherung nur eine Prämie. Des Weiteren wird das
Mortalitätsrisiko bei Swiss Re direkt auf den Kapitalmarkt transferiert, womit eine
breitere Kapitalbasis erreicht wird und zugleich eine neue risikotragende Kapazität
erschaffen wird. Bei der EIB-Anleihe wird das Mortalitätsrisiko lediglich auf Partner
Re übertragen.
Die Entstehung eines Marktes für Langlebigkeitsrisiken geht bis heute nur sehr
langsam vonstatten. Betrachtet man aber die Fülle an Wissen und Produktentwick-
lungen, die von den Finanzmarktakteuren ausgeht, erkennt man, dass der Markt für
mortalitätsgebundene Produkte greifbar wird. In diesem Kontext werden indexba-
sierte Transaktionen bevorzugt entwickelt (Coughlan, 2009). Im Dezember 2005 hat
Credit Suisse einen Langlebigkeitsindex, basierend auf Sterberaten der USA, publi-
ziert. Dieser soll als Benchmark dienen, um verschiedenste Langlebigkeitsderivate zu
kalibrieren. Der erste dieser Art von Indizes wurde entwickelt, um die Strukturierung
und den Vergleich von Langlebigkeitsinstrumenten (bspw. Swaps) zu ermöglichen.
Dieser Index wird als ein standardisiertes Maß für die durchschnittlich erwartete
Lebensspanne einer allgemeinen Population basierend auf öffentlichen Statistiken
verkauft. Im Jahr 2007 veröffentlichte J.P. Morgan in Kooperation mit dem Pension
Institute der Cass Business School den LifeMetrics Index. Dieser Index wird jeweils
für die Länder USA, Niederlande, England & Wales und seit 2009 auch für Deutsch-
land separat ausgegeben und jährlich aktualisiert. Im Dezember des gleichen Jahres
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folgte ein Index für die US Population der Goldman Sachs Gruppe (Goldman Sachs,
2007). Der Index, bestehend aus einer Serie von Unterindizes (genannt QxX), sollte
den Marktteilnehmern ermöglichen, Mortalitätsrisiken in transparenter und stan-
dardisierter Form zu messen, managen und zu handeln. Der Index ergibt sich aus
einer ausgewählten Gruppe US-Bürger (insgesamt 46.290 Individuen), die über 65
Jahre alt sind und eine Lebensversicherung besitzen. Nur zwei Jahre später wurde
der QxX Index aufgegeben mit der Begründung, dass die institutionelle Aktivität
zu gering sei. Einen monatlichen Index hat die Deutsche Börse im Dezember 2008
veröffentlicht (Xpect Index), mit dem Fokus auf Deutschland und die Niederlande
(Deutsche Börse, 2008b). Dieser Index basiert auf monatlich berechneten Lebenser-
wartungen (Xpect Data, (Deutsche Börse, 2008a)) und wird für geschlossene Port-
folios (Xpect Cohort Indize) und offene Portfolios (Xpect Age Indize) angeboten.
Der Abschluss des ersten öffentlich bekannt gegebenen Langlebigkeitsswaps fand
im Februar 2008 unter der Beteiligung von Lucida und J.P. Morgan statt. Die Trans-
aktion, um das Langlebigkeitsrisiko von Lucida zu hedgen, wurde mittels eines Deri-
vatgeschäfts vollzogen, welches an den LifeMetrics Index gekoppelt wurde. Der Swap
(auch „q-forward“ genannt39) hat ungefähr das Volumen von 100 Mio. £ und eine
Laufzeit von 10 Jahren. Die Auszahlungen hängen dabei vom Wert des LifeMetrics
Index der Referenzpopulation zum Laufzeitende ab. Am Laufzeitende, hier im Jahr
2016, zahlt der Swapkäufer einen Betrag, bezogen auf die Terminsterberate im Aus-
tausch für eine Zahlung, bezogen auf den LifeMetrics Index am Laufzeitende. Die
Ausgleichszahlung am 31. Dezember 2016 basiert auf den öffentlichen Daten aus dem
Jahr 2015 aufgrund der zeitlichen Verzögerung bei der Veröffentlichung von Sterbe-
raten. Die Ausgleichszahlung ist dann die Differenz aus dem fixen Betrag und dem
variablen (realisierten) Betrag. Tabelle 2.4 zeigt verschiedene Auszahlungsströme für
unterschiedliche Indexstände von LifeMetrics am Laufzeitende. Falls die realisierten
Sterberaten niedriger ausfallen als erwartet, ist die Ausgleichszahlung positiv und
der Swapkäufer erhält eine Zahlung von J.P. Morgan. Diese Summe nutzt der Swap-
käufer dann, um seine erhöhten Pensionsverpflichtungen auszugleichen. Falls die
Sterberaten höher sind, zahlt der Swapkäufer einen Ausgleich an J.P. Morgan, wel-
cher durch niedrigere Pensionsverpflichtungen beim Swapkäufer ausgeglichen wird
(Coughlan, 2009).
Im September 2008 wurde ein weiteres Swapgeschäft zwischen Canada Life und
J.P. Morgan vereinbart, bei dem Risiken von 500 Mio. £ abgesichert wurden. Die
Laufzeit bei diesem Swap beträgt 40 Jahre und die Investoren erhalten gesteigerte
39 q wird häufig auch als Symbol für Sterberaten benutzt und „forward“ kennzeichnet hier das
Termingeschäft.
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Realisierte
Rate
Fixe Rate Fiktiver
Betrag in $
Ausgleichszah-
lung in $
1,000 % 1,200 % 50.000.000 10.000.000
1,100 % 1,200 % 50.000.000 5.000.000
1,200 % 1,200 % 50.000.000 0
1,300 % 1,200 % 50.000.000 -5.000.000
Tabelle 2.4.: Ausgleichszahlungen eines q-forward (Quelle:
Coughlan, Epstein, Sinha und Honig (2007))
Auszahlungen, falls die Versicherten länger leben als erwartet. Der Swap erlaubt
den Investoren, dieses Produkt an J.P. Morgan vor Laufzeitende zurückzugeben
und der Nettobarwert der Cashflows wird monatlich aktualisiert. Weitere Trans-
aktionen im Rahmen von Langlebigkeit wurden in Großbritannien im Jahr 2008
in Höhe von 1,7 Mrd. £ über den traditionellen Versicherungsmarkt abgeschlossen
(Barrieu & Albertini, 2009).
2.7. Strukturierungsvorschlag für eine
Langlebigkeitsanleihe
Die Anleihe von Swiss Re (siehe Abbildung 2.9) ist zwar keine Langlebigkeitsan-
leihe, allerdings weist dieses Finanzmarktprodukt, wie im vorherigen Abschnitt be-
schrieben, zahlreiche Gemeinsamkeiten auf. Außerdem handelt es sich dabei um ei-
ne erfolgreiche Platzierung, die auch wiederholt werden konnte, was unter anderem
auf die Struktur der Anleihe zurückzuführen ist (Blake, Cairns, Dowd & MacMinn,
2006; Blake, Cairns & Dowd, 2006). Der Aufbau ist insbesondere beim Zugang zum
Kapitalmarkt und durch die geringen Investitionskosten der Pensionsanbieter von
Vorteil. Hinsichtlich des Zugangs zum Kapitalmarkt bzw. zu den Investoren haben
Wills und Sherris (2010) einen Aufbau, angelehnt an Collateralized Debt Obligati-
on (CDO), vorgeschlagen (siehe Abbildung 2.12). Hierbei werden unterschiedliche
Tranchen für die Investoren bereitgestellt. Dies ermöglicht maßgeschneiderte Risi-
koprodukte für die Investoren anzufertigen, entsprechend deren Risikobereitschaft.
Die Kupon- und Endauszahlungen an die Investoren hängen wieder von einem Mor-
talitätsindex ab. Die genaue Ausgestaltung des Referenzmortalitätsindex ist dann
unterschiedlich in den Tranchen, sodass die Equity-Tranche zuerst vom Langlebig-
keitsrisiko betroffen wird und die Senior-Tranche zuletzt. Diese Art einer Langle-
bigkeitsanleihe ist vergleichsweise schwierig zu bewerten aufgrund der verschiedenen
Tranchen und deren Abhängigkeiten.
Ein einfaches und verständliches Design für den Risikotransfer wäre, die Struktur
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Investoren
Senior
Mezzanine
Equity
Zweck-
gesellschaft
Kuponzahlung
Einzahlung
Pensions-
anbieter
Prämie
Endauszahlung
Ausgleichs-
zahlung
Aufteilung abhängig 
vom Mortalitätsindex
Abbildung 2.12.: CDO Langlebigkeitsanleihe (Quelle Wills und Sherris (2010))
der Mortalitätsanleihe von Swiss Re (siehe Abbildung 2.9) auf Langlebigkeitsrisiken
zu übertragen. Die hier vorgeschlagene und im weiteren Verlauf der Arbeit verwen-
dete Struktur der Langlebigkeitsanleihe wird in Abbildung 2.13 präsentiert. Diese
Struktur leitet sich aus der Analyse der Vor- und Nachteile bestehender Mortalitäts-
anleihen ab. Ausgangspunkt sei hierbei eine Institution, die Altersvorsorgeprodukte
anbietet und dem Langlebigkeitsrisiko ausgesetzt ist. Um dieses Risiko zu hedgen,
richtet es eine Zweckgesellschaft ein, die Langlebigkeitsanleihen ausgibt. Diese An-
leihen werden von Investoren auf dem Kapitalmarkt eingekauft und besitzen eine
Laufzeit von bspw. 25 Jahren. Der Bond enthält einen Risikoaufschlag von λ Basis-
punkten über dem EURIBOR (Euro InterBank Offered Rate). Dieser wird jährlich
als Kuponzahlung an die Investoren ausgezahlt. Die Kuponzahlungen und die Rück-
zahlung am Ende der Laufzeit sind vom Langlebigkeitsrisiko betroffen und hängen
von einem Mortalitätsindex ab. Der Aufbau dieses Index wird in Abschnitt 5.4 be-
schrieben. Falls dieser Mortalitätsindex substanziell sinkt aufgrund eines unerwarte-
ten Langlebigkeitsereignisses, erleiden die Pensionsanbieter Verluste aus der Senkung
der Sterberaten. Diese Verluste können mittels einer Langlebigkeitsanleihe abgesi-
chert werden. Wenn der Index unter eine definierte obere Schranke Ut fällt, werden
Teile der Einzahlung der Investoren von der Zweckgesellschaft an die Pensionsanbie-
ter übertragen. Hierfür wird die Einzahlung in T -Teile (mit T als Laufzeit) zerlegt,
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um in jedem Jahr einen festen Betrag 1/T von der Gesamteinzahlung zur Verfügung
zu haben. Damit wird gewährleistet, dass bis zum Laufzeitende Auszahlungen an
die Pensionsanbieter getätigt werden können. Anderenfalls kann es passieren, dass
der Zweckgesellschaft die finanziellen Mittel ausgehen und die Pensionsanbieter ihre
erhöhten Leistungen an die Rentenempfänger selber tragen müssen.
Zweck-
gesellschaft
Pensions-
anbieter
Investoren
Prämie
Einzahlung
EURIBOR + X bps
Mortalitätsindex
Option Rückzahlung
Abbildung 2.13.: Vorschlag der Struktur einer Langlebigkeitsanleihe
Falls nun der Mortalitätsindex unter die obere Schranke Ut fällt, wird ein Teil
der jährlich möglichen Auszahlung an die Pensionsanbieter ausgezahlt. Unterschrei-
tet der Mortalitätsindex in einem Jahr sogar die untere Schranke Mt aufgrund eines
extremen Langlebigkeitsereignisses, wird der gesamte Teilbetrag 1/T von der Zweck-
gesellschaft an die Pensionsanbieter übertragen. Die Zahlungen der Anleihe an die
Pensionsanbieter entsprechen somit einer Reihe von Put Option Spreads mit einer
oberen und unteren Schranke. Durch die definierte obere Schranke werden geringe
Änderungen vom erwarteten Verlauf des Mortalitätsindex von den Pensionsanbie-
tern vollständig selber getragen und durch die festgelegte untere Schranke sind die
Verluste der Investoren begrenzt. Falls ein Teil der Einzahlung der Investoren an die
Pensionsanbieter ausgezahlt wurde, verringern sich entsprechend die Kuponzahlung
und die Auszahlung am Laufzeitende.
Mathematisch kann die Auszahlungsstruktur der Langlebigkeitsanleihe At an die
Pensionsanbieter im Jahr t wie folgt beschrieben werden:
At = Max(Ut − It, 0)−Max(Mt − It, 0)
Ut −Mt × V ,
mit Ut der oberen Schwelle, Mt der unteren Schwelle, It dem Mortalitätsindex im
Jahr t und V dem maximal möglichen Verlust pro Jahr (V = 1/T × E, mit E
als Einzahlung der Investoren am Beginn der Anleihenlaufzeit). Die Schwellwerte
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Ut und Mt hängen von den prognostizierten Werten des Mortalitätsindex am An-
fang der Laufzeit ab. Die genauen Werte von Ut und Mt ergeben sich dann aus der
Festlegung des oberen und unteren Schwellwertes. Beispielsweise kann Ut =0,9×I0,t
und Mt =0,6×I0,t sein, mit I0,t dem prognostizierten Mortalitätsindex im Jahr t zu
Beginn der Laufzeit. Abbildung 2.14 gibt für die beispielhaften Schwellwerte zwei
Szenarien für die kumulierten Auszahlungen der Anleihe und den Verlauf des Mor-
talitätsindex an. In der linken Grafik wird der Verlauf des Mortalitätsindex systema-
tisch unterschätzt, was ab dem zehnten Jahr zu regelmäßigen Auszahlungen an die
Pensionsanbieter führt. In der rechten Abbildung sind zwei extreme Mortalitätssen-
kungen integriert, wodurch der Index stark sinkt und Auszahlungen nach sich führt.
Da der Index in den Jahren nach einer extremen Senkung immer noch unterhalb des
oberen Schwellwertes liegt, werden auch in den folgenden Jahren Transferzahlungen
geleistet.
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Abbildung 2.14.: Verlauf der Auszahlungen bei einer Langlebigkeitsanleihe, links
mit systematischer Unterschätzung der Sterberaten und rechts mit
zwei extremen Mortalitätssenkungen
Die Struktur der Zahlungen an die Investoren kann wie folgt geschrieben werden:
ft =
 (E −
t∑
i=1
Ai)× (EURIBOR + Prämie), für t = 1, ..., T − 1
(E −AT )× (1+ EURIBOR + Prämie).
Durch die beschriebene Struktur erhalten die Pensionsanbieter nur dann Einnah-
men, wenn der Mortalitätsindex substanziell unter deren Erwartungen liegt. Durch
die Stückelung der Gesamteinzahlung ist gewährleistet, dass bis an das Ende der
Laufzeit Transferzahlungen möglich sind. Die beschriebene Struktur ermöglicht au-
ßerdem einen leichten Zugang für Investoren und erfordert nur eine geringe Kapital-
intensität der Pensionsanbieter (Zahlung der Prämie an die Zweckgesellschaft). Die
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Modellierung der Schwellwerte in Abhängigkeit von den prognostizierten Sterberaten
einer Referenzpopulation in den jeweiligen Jahren ist sehr flexibel und transparent
einsetzbar. Die Schwellwerte können für verschiedene Langlebigkeitsanleihen modifi-
ziert und eventuell auch individuell, entsprechend der Risikobereitschaft, angepasst
werden. Durch die direkte Abhängigkeit der Auszahlungen von den prognostizier-
ten Sterberaten wird das Risiko abweichender Sterberaten von den Erwartungen
abgebildet.
2.8. Fazit
Langlebigkeitsrisiken bestehen seit vielen Jahren, aber deren Bedeutung wurde erst
in den letzten Jahren erkannt. Die Risiken besitzen eine erhebliche Tragweite für
Pensionsanbieter und Lebensversicherer, deren Erträge von ihren Fähigkeiten ab-
hängen, wie gut sie diese managen. Dies wiederum ist von großer Bedeutung für die
Versicherungsnehmer, deren Ruhestand ein finanzielles Desaster wird, falls der Ver-
sicherer die Leistungen nicht erbringen kann. Die Schwierigkeiten der Firma ELAS
im Jahr 2000 zeigt diese Gefahr auf. Der Zugang zu geeigneten Hedgeinstrumenten
für Altersvorsorgeanbieter, Versicherungen und anderen Institutionen liefert einen
Beitrag zur Minderung des Langlebigkeitsrisikos. Natürlich können diese Finanz-
instrumente kein gutes Risikomanagement kompensieren, aber diese bringen einen
großen Nutzen für die Marktteilnehmer, die seriös mit dem Management solcher Ri-
siken umgehen. In den vergangenen Jahren wurden zahlreiche Anstrengungen sowohl
in der theoretischen als auch praktischen Forschung zur Entwicklung entsprechen-
der Instrumente unternommen. Die bedeutendste Bestrebung in diesem Kontext war
die Anleihe der European Investmentbank. Diese wurde allerdings ein knappes Jahr
nach Ausgabe vom Markt zurückgezogen. Abgesehen von der grundsätzlich hohen
Nachfrage nach Produkten zur Absicherung solcher Risiken, scheinen der Aufbau
und die Struktur dieser Langlebigkeitsanleihe die Investoren abgehalten zu haben.
Die strukturellen Schwächen der Langlebigkeitsanleihe können erfreulicherweise
behoben werden. Der in diesem Kapitel vorgeschlagene Aufbau einer eigenen Lang-
lebigkeitsanleihe resultiert aus den gesammelten Erkenntnissen aus der Literatur.
Mittels einer Reihe von Put Option Spreads kann das einzusetzende Kapital der
Pensionsanbieter minimiert und das Langlebigkeitsrisiko über eine Zweckgesellschaft
direkt zum Kapitalmarkt weitergeleitet werden. Die Struktur der Auszahlungen ga-
rantiert zudem, dass bis zum Laufzeitende Ausgleichszahlungen getätigt werden kön-
nen. Diese Ausgleichszahlungen erhalten die Pensionsanbieter für den Fall, dass die
Sterberaten unerwartet stark sinken. Durch die Reihe von Put Option Spreads ist
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das übernommene Risiko der Investoren begrenzt. Diese tragen nicht das Risiko ei-
ner abweichenden Entwicklung der Sterberaten von den Erwartungen, sondern nur
das Risiko von unerwartet starken Senkungen der Sterberaten.
Ein Finanzmarktinstrument für Langlebigkeitsrisiken muss neben einer geeigneten
Struktur noch zwei wesentliche Bestandteile adäquat abbilden. Zum einen muss es
ein Mortalitätsmodell für den Verlauf der zukünftigen Sterberaten besitzen, welches
Langlebigkeitsrisiken explizit modelliert. Zweitens muss ein Bewertungsverfahren
im Kontext von unvollständigen Märkten für ein Finanzmarktinstrument entwickelt
werden, welches versicherungstechnische Risiken auf den Kapitalmarkt transferiert.
Das nächste Kapitel wendet sich daher Mortalitätsmodellen im Allgemeinen zu.
Darauf aufbauend werden im Kapitel 4 explizit Langlebigkeitsrisiken in das gewähl-
te Mortalitätsmodell implementiert, um die besonderen Charakteristika hiervon zu
berücksichtigen. Im Kapitel 5 werden mögliche Bewertungsverfahren von Finanz-
marktprodukten im Kontext von unvollständigen Märkten präsentiert und eine neue
Methode zur Bepreisung der Langlebigkeitsanleihe entwickelt.
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Das Thema Schätzung zukünftiger Mortalitätsniveaus hat in jüngerer Vergangen-
heit viel Aufmerksamkeit erhalten. Es gibt viele verschiedene Meinungen dazu, wie
lange Menschen in der Zukunft leben. Einige erwarten, dass die Lebenserwartung
mindestens mit dem gleichen Tempo weiter wächst wie in den letzten fünf bzw. sechs
Dekaden. Andere hingegen sehen ein verlangsamtes Ansteigen und sogar einen Rück-
gang der Lebensspanne für einige Altersgruppen. Die Lebenserwartung in Deutsch-
land bei Geburt ist in den vergangenen drei Jahrzehnten bei Frauen um 7,1 Jahre
und bei Männern um 8,7 Jahre gestiegen (Wilmoth & Shkolnikov, 2009), was vor-
dergründig auf die Senkung der Sterblichkeit in jungen Jahren zurückzuführen ist.
Einige Forscher argumentieren aufgrund der Entwicklungen der letzten Jahrzehnte,
dass solche erheblichen Steigerungen nicht mehr auftreten werden. Deswegen kann
der weitere Anstieg der Lebenserwartung nur durch eine wirksame Verringerung der
Sterblichkeit in den höheren Altersstufen oder durch medizinische Errungenschaften
auftreten. Insbesondere der medizinische Fortschritt kann hierbei die Lebenserwar-
tung plötzlich sprunghaft erhöhen.
Andere beständige Punkte in der Diskussion sind die Existenz einer möglichen
biologischen Grenze der Lebenserwartung und ob Individuen diese Grenze erreichen
können. Einige Forscher haben argumentiert, dass diese biologische Grenze existiert
und Oeppen und Vaupel (2002) haben diese Theorie bis zu Aristoteles zurückver-
folgt. Allerdings schließen sich diese Autoren nicht dieser Meinung an. Stattdessen
behaupten sie, dass das Leben verlängert werden kann durch verschiedene genetische
Veränderungen und nicht-genetische Interaktionen. Weitere detaillierte Ausführun-
gen dieser Ideen finden sich auch in Wyatt (2005). Die Debatte um die Vorhersage
von Mortalitäten schließt auch ein, ob und wie man den medizinischen Fortschritt
mit berücksichtigt. Während die meisten Forscher darin übereinstimmen, dass die
Medizin die Sterblichkeit reduziert hat und reduzieren wird (insbesondere bei be-
stimmten Todesursachen), besteht Uneinigkeit darüber, ob die weiteren medizini-
schen Fortschritte, welche heute noch nicht existieren und vielleicht nie existieren
werden, mit bei der Prognose zukünftiger Sterberaten Beachtung finden sollen. Ei-
nige Forscher sagen bereits technologische Entwicklungen voraus, welche das Al-
tern verlangsamen und die Lebenserwartung verlängern. Selbst wenn die Forschung
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glaubt, dass zukünftige medizinische Verbesserungen mit bei der Prognose hinzu-
gezogen werden sollten, bleibt die Frage, wie solche Fortschritte plausibel geschätzt
werden können. Für weitere argumentative Ausführungen sei auf die umfassende
Arbeit von Willets et al. (2004) verwiesen.
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Abbildung 3.1.: Perioden Lebenserwartung bei Geburt für US-Bürger (Studie, Jahr)
Abbildung 3.1 fasst die Ergebnisse verschiedener Studien zur Lebenserwartung
von US Bürgern zusammen1. Es wurden dabei Studien mit verschiedenen Model-
lansätzen seit 1992 betrachtet. Bemerkenswert ist, dass selbst für den relativ kurzen
Zeitraum von 20 Jahren erhebliche Diskrepanzen bei den Vorhersagen bestehen. Die-
se grundlegend verschiedenen Sichtweisen über die Veränderung der Lebenserwar-
tung, das biologisch maximale Lebensalter und der medizinische Fortschritt werfen
die Frage auf: Wie können die zukünftigen Sterberaten plausibel und angemessen
modelliert werden?
Dieses Kapitel legt die Grundlagen für die Modellierung der Sterblichkeit im Kon-
text von Langlebigkeit. Neben der Einführung in die grundlegende Notation und
einem historischen Überblick zum Thema Modellierung von Mortalitätsraten liegt
der Fokus auf der Modellierung stochastischer Sterberaten. Hierbei gibt es zwei zen-
trale Ansätze. Zum einen die Erweiterung deterministischer Mortalitätsgesetze zu
stochastischen Ansätzen und zum anderen der zeitstetige Ansatz ähnlich den Zinss-
trukturmodellen. Eine neuartige Analyse der deutschen Sterberaten mit neun sto-
chastischen Modellen und deren Eignung für Vorhersagen sowie ein neues Verfahren
zur Prognose des Kohorteneffektes schließen sich an.
1 Lebenserwartung für beide Geschlechter zusammen berechnet.
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3.1. Ein historischer Überblick
Die ersten bemerkenswerten Schriften zu Überlebensmodellen und was heute unter
den Begriff Lebenstafeln fällt, stammen von Ulpian um etwa 220 n. Chr. (Haberman,
1996). Seine Berechnungen wurden für die Bewertung von Erbschaftsrenten ver-
wendet. Erst Jahrhunderte später, und zwar im 17. Jahrhundert, kam es zu einer
weiteren bemerkenswerten Arbeit, welche als Meilenstein auf dem Gebiet der de-
skriptiven und statistischen Analyse von demographischen Daten gilt. Ausgehend
von wöchentlichen Sterbedaten der Stadt London seit dem Jahr 1604, veröffentlich-
te Graunt (1665) seine Analyse „Natural and Political Observations mentioned in a
following Index, and made upon the Bills of Mortality“. Seine entwickelten Konzepte
und Verfahren für die Analyse solcher Daten und die Bildung einer Lebenstafel setz-
te neue Maßstäbe für Beweisführungen. Wie einige Autoren aber erwähnen, gibt es
einige Fehler in der Arbeit von Graunt.2 So hat Graunt zum Beispiel nicht vollstän-
dig den Zusammenhang zwischen Lebenstafel und der Altersverteilung dargestellt.
Nichtsdestotrotz war seine Arbeit wegweisend. Sein methodisches Vorgehen bei der
Analyse der Daten wurde ab 1667 auch in den Ländern Frankreich, Niederlande und
Deutschland eingeführt.
Christiaan und Lodewijk Huygens waren die Ersten, die Graunt’s Lebenstafel ver-
wendeten und 1669 eine wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation der Lebens-
tafel beschrieben. Sie führten darüber hinaus Berechnungen für das durchschnittliche
Sterbealter, die Lebenserwartung und die verbliebene Lebenszeit ein (Hald, 1987;
Seal, 1980). Im Jahr 1693 konstruierte Edmund Halley für die Stadt Breslau eine
Lebenstafel. Angepasst an die Daten entwickelte er das Konzept des Chancenver-
hältnisses (odds ratio). Er beschrieb einen Zusammenhang zwischen der Laufzeit
einer Versicherung und dem Chancenverhältnis und erarbeitete eine Formel zur Be-
rechnung des Wertes mehrerer Renten (Hald, 1990). Halley merkte an, dass die
Regierung die Renten zu billig verkauft und zu einem Preis, der unabhängig vom
Alter des Käufers ist. Sein Ratschlag wurde ignoriert. Die erste Veröffentlichung
zur Berechnung zukünftiger Lebenserwartung stammt von Bernoulli (1709). Er be-
schrieb, dass die Lebenserwartung durch Rekursion vergangener Werte berechnet
werden kann. Den wahrscheinlich ersten mathematischen Ausdruck der Anzahl der
Überlebenden als eine Funktion des erreichten Alters x wurde von De Moivre (1725)
vorgeschlagen (Pitacco, 2005):
lx = k
(
1− x
86
)
für 12 ≤ x ≤ 86
mit k als normierende Konstante. Diese Funktion stellt eine lineare Annäherung an
2 vgl. Westergaard (1933) und Glass (1950)
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Halleys Lebenstafel dar. Wie Haberman (1996) schreibt, begann 1825 mit der von
Benjamin Gompertz vorgeschlagenen parametrischen Modellierung der Überlebens-
funktion (auch „Mortalitätsgesetz“ genannt) eine neue Epoche. In diesem Modell
ergibt sich die Mortalitätsrate wie folgt:
µx = αe
βx,
wobei α und β positive Parameter sind. Das Gompertz-Gesetz ist ein später sehr
häufig verwendeter Ansatz bei der Modellierung von Sterberaten. Weitere bemer-
kenswerte Arbeiten sind u. a. das Gesetz von William Makeham (1860), Wilhelm
Lazarus (1867), Thorvald Thiele (1867) und Ludvig Oppermann (1870). Mit dem
Fokus auf das Problem, dass ein Modell die gesamte Lebenszeit abbilden soll, hat
Thiele folgende Mortalitätsfunktion vorgeschlagen:
µx = α1e
−β1x + α2e
−β2(x−η)2 + α3e
β3x,
mit αi, βi, η ≥ 0. Der erste Teil der rechten Seite bildet die (abnehmende) Sterbe-
rate in sehr frühen Lebensjahren ab. Der zweite Term beschreibt den Hügel3 der
Sterberaten von jungen Erwachsenen. Der letzte Term (der sich mit dem Gompertz-
Gesetz deckt) stellt die Sterberaten von Erwachsenen und älteren Menschen dar.
Wählt man α1 = β1 = β2 = 0, erhält man Makehams Gesetz, welches wie folgt
geschrieben werden kann:
µx = αe
βx + γ,
mit α, β > 0; γ ≥ 0. Makehams Modell ist eine Verallgemeinerung des Gompertz-
Gesetzes. Die beiden Terme auf der rechten Seite der Gleichung können wie folgt
interpretiert werden: αeβx stellt die zunehmende Sterblichkeit mit dem Alter dar und
γ ist die „Hintergrund“-Sterblichkeit, die unabhängig vom Alter ist. Für einen tiefe-
ren historischen Überblick zur Modellierung von Mortalitäten wird auf die Arbeiten
von Haberman (1996) und Pitacco (2005) verwiesen.
3.2. Vorhersagemethoden
Zur Vorhersage von Sterberaten gibt es einige sehr unterschiedliche Ansätze in der
aktuellen Verwendung. Diese Ansätze können auf verschiedene Weise kategorisiert
werden. Eine Möglichkeit ist folgende Unterteilung (Coughlan, Epstein, Ong et al.,
2007):
• Extrapolation
3 Hiermit sind die zunehmenden und dann wieder fallenden Sterberaten in der Altersgruppe
zwischen 20 bis 25 Jahren gemeint.
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• Kausalmodelle mit ökonometrischen Beziehungen
• Modelle mit biologisch-medizinischen Prozessen als Grundlage.
Im Folgenden werden kurz die am häufigsten verwendeten Modelle zusammengefasst.
Deterministische und stochastische Extrapolation: Ein Extrapolationsmodell be-
rechnet die zukünftigen Sterberaten unter Verwendung aktueller Sterberaten
und geschätzten Änderungen in der Zukunft. Die Veränderungen basieren da-
bei meist auf aktuellen bis mittelfristigen Daten. Die Struktur der Verände-
rung in der Vergangenheit wird ebenfalls für die Zukunft angenommen. Ex-
trapolationsmodelle können dabei deterministischer und stochastischer Natur
sein. Das wohl bekannteste stochastische Extrapolationsmodell stammt von
R. Lee und Carter (1992) (vgl. Abschnitt 3.5). Obgleich dieser Ansatz manch-
mal als absolut objektiv dargestellt wird, unterliegt dieses Modell einigen sub-
jektiven Einschätzungen. Es basiert u. a. auf der Annahme, dass sich die Ster-
beraten in der Zukunft wie bisher in der Vergangenheit entwickeln. Darüber
hinaus muss der Forscher entscheiden, welche historischen Daten er für die
Schätzung der Parameter heranzieht, um dann Vorhersagen zu treffen.
Todesursachenspezifische Extrapolation Diese Vorgehensweise zerlegt die Gesamt-
mortalität in die Todesursachen und prognostiziert zukünftige Sterberaten für
jede Ursache einzeln. Die Vorhersage für jede Ursache beinhaltet die Extra-
polation vergangener Trends. Diese Methode ist schwieriger anzuwenden als
die Prognose der Gesamtmortalität, da verfügbare Daten zu den einzelnen To-
desursachen weniger zuverlässig sind, als die aggregierten. Der Vorteil dieser
Methode liegt darin, dass man ein besseres Verständnis über die Veränderung
der Gesamtsterberaten erhält. Allerdings wird die Genauigkeit der Prognosen
bei diesem Verfahren nicht unbedingt erhöht. Ein bislang ungelöstes Problem
in diesem Zusammenhang ist die Korrelation zwischen den Todesursachen,
welche bisher nicht quantifiziert ist.
Extrapolation mit Expertenmeinung Dieser Ansatz baut auf den Extrapolations-
modellen auf, unterliegt aber sehr starken Annahmen, die von Experten über
die zukünftige Entwicklung der Sterberaten getroffen werden. Sicherlich ist das
blinde Vertrauen in ein mathematisches Modell ohne Beurteilung oder ohne
Betrachtung im Kontext gefährlich. Expertenmeinungen stellen daher einen
wichtigen Faktor zur Gewährleistung der Plausibilität der Modellergebnisse
dar. Diese explizite Expertenmeinung kann sehr einfach gehalten sein (bspw.
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die Angabe der maximal möglichen Lebenserwartung), aber auch sehr stren-
gen Annahmen über den weiteren Verlauf des Mortalitätsmusters unterliegen.
Dieses Vorgehen kann auch bei der todesursachenspezifischen Extrapolation
Anwendung finden.
Vergleichspopulation Diese Methode verwendet als Vergleichsgrundlage eine äl-
tere, ‘fortgeschrittenere’ Bevölkerung (B). Hierbei wird unterstellt, dass die
zukünftigen Sterberaten der Population (A) der Dynamik der beobachteten
Sterberaten der Bevölkerung (B) nachfolgen. Es wird also angenommen, dass
die Population (A) irgendwann in der Zukunft das Mortalitätsmuster der Po-
pulation (B) erreicht. Im Allgemeinen geht man hier von der Annahme aus,
dass Sterberaten einer Bevölkerung zu den Sterberaten einer länger lebenden
Bevölkerung konvergieren (vgl. Konvergenz der Sterberaten im Abschnitt 4.5).
Dieser Ansatz ist eher für Entwicklungsländer als für Industriestaaten geeig-
net.
Epidemiologisch Ein epidemiologisches Modell analysiert die Beziehung zwischen
bestimmten Risikofaktoren und deren Auswirkungen auf die Sterberaten. Bei-
spiele sind u. a. Rauchen, Fettleibigkeit oder der sozialökonomische Status.
Nach der Bestimmung der Einflussgröße jedes Risikofaktors auf die Mortalität
können die Prognosen der Sterberaten durch Projektion der Risikofaktoren in
die Zukunft ermittelt werden. Bei der Entwicklung der Risikofaktoren kann
eine sich über die Zeit verändernde Verteilung für die einzelnen Risikofaktoren
unterstellt werden. In der aktuellen Forschung sind einige neue Entwicklungen
bei der Modellierung von demographischen und epidemiologischen Prozessen
präsentiert worden. Es werden jedoch noch weitere genauere Schätzungen der
Beziehung zwischen den Risikofaktoren und den Mortalitäten benötigt, um
diesen Ansatz breit nutzen zu können (Andreev & Vaupel, 2006).
Aufbauend auf den Mortalitätsgesetzen bilden heutzutage die deterministischen
Mortalitätsmodelle die Grundlage der Berechnungen der Versicherungsprämien (vgl.
Deutsche Aktuargesellschaft, 2005). Dieser Ansatz soll auch in dieser Arbeit für die
Entwicklung der Langlebigkeitsanleihe genutzt werden.
3.3. Deterministische Mortalitätsmodelle
Um Prämien und Vorsorgeleistungen zu berechnen oder die Höhe von Renten und
Rücklagen zu bestimmen, müssen (Lebens-)Versicherungen Annahmen über den zu-
künftigen Verlauf der Mortalitätsraten machen. Diese Annahmen werden in den
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Sterbetafeln vereint, welche die mit Abstand wichtigste Grundlage für versicherungs-
mathematische Berechnungen in der (Lebens-)Versicherungsindustrie bildet. Diese
Annahmen müssen verlässlich sein, da diese die oben genannten Positionen stark
beeinflussen. Dadurch nehmen die Schätzungen bzw. Prognosen über die zukünf-
tige Entwicklung der Sterberaten eine entscheidende Rolle ein. Entsprechend den
zugrunde gelegten deterministischen Mortalitätsgesetzen leiten sich die zukünftigen
Sterberaten ab, die dann als Kalkulationsgrundlage verwendet werden.
In den folgenden Unterabschnitten werden solche Mortalitätsgesetze und deren
Anwendung auf deutsche Daten kurz beschrieben. Hierfür ist es notwendig, einige
Grundbegriffe und Notationen von Sterberaten und verwandten mathematischen
Ausdrücken zu erläutern.
3.3.1. Grundlegende Notation
Abbildung 3.2 soll den Einstieg in die Notation vereinfachen. In der Abbildung
und auch im Text stellen x das Lebensalter, Tx die zukünftige Lebensdauer eines
x-Jährigen und x+ Tx die Gesamtlebensdauer eines Individuums dar.
-
-
Tx
0
Geburt
Lebenszeit [Jahre]x Tod
Abbildung 3.2.: Grundlegende Notation
Die reellwertige Zufallsvariable Tx ≥ 0 gibt die zukünftige Lebensdauer eines
zufällig ausgewählten x-Jährigen mit der entsprechenden kumulativen Verteilungs-
funktion
tqx = Gx(t) = P (Tx ≤ t) t ≥ 0
an (Norberg, 2004). Diese Funktion gibt die Wahrscheinlichkeit dafür an, dass
ein x-Jähriger innerhalb von t Jahren stirbt. Es wird weiter angenommen, dass tqx
stetig ist und eine Wahrscheinlichkeitsdichte gx(t) = G′x(t) besitzt. Für die Dichte
gilt dann:
gx(t)dt = P (t < T ≤ t+ dt) = Gx(t+ dt)−Gx(t).
Dies ist die infinitesimale Wahrscheinlichkeit, zwischen den Zeitpunkten t und
t + dt zu sterben bzw. dass ein x-Jähriger ein Alter zwischen x + t und x + t + dt
69
3. Sterberatenmodelle
erreicht. Neben der Sterbewahrscheinlichkeit ist auch die t-jährige Überlebenswahr-
scheinlichkeit eines x-Jährigen von großer Bedeutung. Diese ist wie folgt definiert:
tpx = 1−Gx(t) = G¯x(t) = 1− tqx.
Eine weitere wichtige Kenngröße ist die Sterblichkeits- /Mortalitätsintensität oder
auch Hazardrate genannt und wird im Folgenden definiert (Norberg, 2004).
Definition Gx sei eine vollständig stetige Funktion mit der dazugehörigen stetigen
Dichtefunktion gx. Für alle t ≥ 0, sodass G¯x(t) > 0 gilt, ist die Sterblich-
keitsintensität bzw. Hazardrate µx+t eines x-Jährigen im Alter x+ t definiert
mit
µx+t :=
d
dt
{
− ln(G¯x(t))
}
=
gx(t)
G¯x(t)
. (3.1)
Die Hazardrate gibt die momentane Sterberate eines x-Jährigen im Alter x + t,
unter der Bedingung, dass er t Jahre überlebt, an.4 Für kleine, positive ∆t erhält
man
P (Tx ≤ t+∆t|Tx > t) = P (t < Tx ≤ t+∆t)
P (Tx > t)
≈ gx(t)∆t
G¯x(t)
= µx+t∆t.
Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum im Alter x + t
innerhalb von ∆t Jahren verstirbt, näherungsweise proportional zur Länge des Zei-
tintervalls ∆t ist. Der Proportionalitätsfaktor ist die Mortalitätsintensität µx+t, die
vom Alter x + t abhängig ist. Integriert man Gleichung 3.1 und nutzt aus, dass
0px = 1, erhält man folgenden Ausdruck für die Funktion der Überlebenswahr-
scheinlichkeit
tpx = e
−
∫ t
0
µx+sds. (3.2)
Aus Formel 3.2 und der Tatsache, dass
gx(t) = tpxµx+t = µx+te
−
∫ t
0
µx+sds
folgt, dass die Funktionen tpx, gx(t), tqx und µx+t alle äquivalente Ausdrücke des Mor-
talitätsgesetzes sind. Es genügt also die Überlebenswahrscheinlichkeit oder die Mor-
talitätsintensität zu haben, damit alle anderen Ausdrücke bekannt sind. Für mehr
Informationen zu den Mortalitätsintensitäten sei auf Norberg (2004) und Gerber
(1995) verwiesen.
4 Es kann gezeigt werden (Norberg, 2004), dass die entsprechende Mortalitätsintensität µ(t|x)
nur vom erreichten Alter x + t abhängig ist und nicht von einer komplexen Struktur von x
und t. Dadurch ist µ(t|x) = µx+t, was der Grund dafür ist, weshalb nur die Betrachtung der
Mortalitätsintensität gebräuchlich ist.
70
3. Sterberatenmodelle
0 20 40 60 80 100
−
8
−
6
−
4
−
2
Alter
Lo
g(S
ter
be
rat
e)
Abbildung 3.3.: Logarithmierte Jahres-Sterberaten für Deutschland für das Alter
0,1,..., 100 im Jahr 2008
Um die tatsächlichen Anforderungen für die Modellierung von Sterberaten zu
erkennen, werden hier kurz die wichtigsten Eigenschaften gezeigt, die mit einem
Modell erklärt werden müssen. Hierfür werden die beiden Abbildungen 3.3 und 3.4
näher erläutert. Die erste Grafik präsentiert die logarithmierten einjährigen Ster-
bewahrscheinlichkeiten für deutsche Männer im Alter von 0 bis 100 für das Jahr
2008. Grafik 3.4 gibt die Entwicklung der Sterberaten der Jahre 1956 bis 2008 für
die Altersgruppen 60 bis 99 wieder. Die Abbildungen illustrieren einige spezielle Ei-
genschaften von Mortalitätsraten. Die Sterbewahrscheinlichkeit nimmt nur positive
Werte an, was wiederum bedeutet, dass die Mortalitätsintensität grundsätzlich posi-
tiv sein muss. Des Weiteren ist zu erkennen, dass die Sterberaten für unterschiedliche
Alter verschieden sind. Wie Abbildung 3.3 aufzeigt, sinkt die Sterberate in den ers-
ten Lebensjahren, steigt dann sehr stark bis zum Alter 20 an5 und nimmt danach
schrittweise mit steigendem Lebensalter zu. Überdies entwickelt sich die Sterberate
auch noch über den Zeitverlauf. Grafik 3.4 offenbart, dass in den vergangenen De-
kaden die Sterberaten in allen Altersgruppen zurückgegangen sind und dass dieser
Rückgang unterschiedlich stark bei den Altersgruppen zum Vorschein gekommen ist.
Es ist erkennbar, dass das Alter eines Individuums und das Kalenderjahr den Verlauf
der Sterberaten bestimmen und somit diese beiden Merkmale in die Modellierung
von Sterberaten integriert werden müssen.
5 In diesem Lebensabschnitt erwerben viele Jugendliche ihren Führerschein, womit der starke
Anstieg begründet wird.
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Jahr
1960
1970
1980
1990
2000 Alter
60
70
80
90
Sterberate
0.2
0.4
0.6
0.8
Abbildung 3.4.: Sterberaten über die Zeit für das Alter 60,..., 99 in Deutschland
Mit diesem Wissen werden im nächsten Abschnitt die Mortalitätsgesetzte erläu-
tert, welche bereits häufig in der Vergangenheit zur Schätzung von Sterberaten her-
angezogen wurden. Detaillierte Beschreibungen dazu finden sich in Norberg (2004)
und R. Lee und Carter (1992).
3.3.2. Mortalitätsgesetze
Die beiden bekanntesten deterministischen Mortalitätsmodelle sind das Gompertz-
Makeham und das Lee-Carter Modell. Das Erstere konzentriert sich bei der Modellie-
rung auf die Sterbeintensitäten und das Letztere auf die Abbildung der Sterberaten.
Zwei weitere Modelle mit dem Fokus auf Sterbeintensitäten werden der Vollständig-
keit halber kurz beschrieben.
1. Das Gompertz-Makeham Modell: Dieses Modell, häufig von Lebensversi-
cherungen verwendet, basiert auf der Modellierung der Sterbeintensitäten, um
die Mortalität zu beschreiben (Gaißer, 2006). Die Hazardrate eines x-Jährigen
ist hier wie folgt definiert:
µx = α+ βe
γx, α, β ≥ 0.
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Entsprechend Gleichung 3.2, lautet die zugehörige Funktion der Überlebens-
wahrscheinlichkeit
tpx = exp
(
−β
γ
eγx(eγt − 1)− αt
)
.
Ein Vorteil dieses Modells ist die gute Interpretationsfähigkeit der Parameter.
Der Parameter α ist unabhängig vom Alter x+ t und erklärt somit die altersu-
nabhängigen Todesursachen verursacht durch Katastrophen und Krankheiten.
Im Gegensatz dazu spiegelt der Term βeγ(x+t), welcher vom Alter x + t ab-
hängt, die Alterseffekte wider. Für positive β und γ wächst die Sterbeintensität
mit t. Darüber hinaus hat die Survivalfunktion eine geschlossene Form, was
Berechnungen der Überlebenswahrscheinlichkeit für einzelne Jahre erleichtert.
Die oben ausgeführte Forderung, dass die Sterberaten positiv sein müssen, ist
bei geeigneter Wahl der Parameter erfüllt. Vorteilhaft am Gompertz-Makeham
Ansatz ist auch, dass die Hazardraten simultan für die verschiedenen Alters-
gruppen ohne Anpassung der Parameter abgebildet werden können. Das Mo-
dell ist allerdings nicht uneingeschränkt gültig. Da die Sterbeintensitäten eine
monotone Funktion sind, wird die typische Beule in der Altersgruppe 20 (vgl.
Abbildung 3.3) nicht entsprechend abgebildet und das Modell ist nur für Alter-
sklassen darüber geeignet. Stark einschränkend ist auch, dass das Gompertz-
Makeham Modell nicht die Entwicklung der Sterbeintensitäten im Zeitverlauf
berücksichtigt (vgl. Abbildung 3.4).
2. Das Lee-Carter Modell6: Im Gegensatz zum Gompertz-Makeham Ansatz
wird im Modell von Lee-Carter die zeitliche Entwicklung der Sterberaten expli-
zit mit modelliert. Die zentrierte Sterberate tmx7 für das Alter x zum Zeitpunkt
6 Das Lee-Carter Modell wird an dieser Stelle nur sehr knapp vorgestellt, da es im Abschnitt
3.5 detaillierter betrachtet wird.
7
Hinweis: R. Lee und Carter (1992) und andere Autoren haben in ihrer Analyse die zentrier-
ten Sterberaten tmx verwendet. Diese werden häufig von Statistischen Landesämtern ausge-
geben und berechnen sich ähnlich wie tqx, allerdings wird für die Anzahl Überlebender l(x) zu
einem Zeitpunkt t der Durchschnitt zwischen t und t+ 1 gewählt. tmx und tqx sind betrags-
mäßig nahe beieinander. Unter gewissen Annahmen kann diese Beziehung präziser formuliert
werden.
• Annahme 1: Für ganzzahlige Werte t und x und für alle s ≥ 0, u < 1 gilt µ(t+s, x+u) =
µ(t, x), d. h. die Sterbeintensität bleibt innerhalb einer Altersklasse und Kalenderjahr
konstant.
• Annahme 2: Es wird eine stationäre Population unterstellt, d. h. die Größe der Bevöl-
kerung zu allen Altersklassen bleibt über ein Kalenderjahr konstant.
Diese Annahmen implizieren folgende zwei Sachverhalte:
1) tmx = µ(t, x)
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t wird bei diesem Ansatz wie folgt berechnet:
ln(tmx) = αx + βxκt. (3.3)
Die Parameter αx und βx sind altersspezifische Konstanten und κt ein zeitvari-
ierender Index. Auf diese Weise kann für ein spezifisches Alter die Entwicklung
der Sterberaten ebenfalls im Zeitverlauf abgebildet werden. Hierdurch benö-
tigt des Lee-Carter Modell mehr Parameter als das von Gompertz-Makeham8,
ist aber flexibler bei der Modellierung der Sterberaten für die Altersgruppen
und im zeitlichen Verlauf.
3. Die Exponentialverteilung: In diesem Modell lautet die zentrale Annahme,
dass die Sterbeintensität nicht vom Alter eines Individuums und/oder der Zeit
abhängig ist. Das führt zu folgendem Ausdruck
µx+t = µ für alle t und x.
Mittels Gleichung 3.2 erhält man für die Funktion der Überlebenswahrschein-
lichkeit tp = e−µt. Wie man erkennt, folgt die Zufallsvariable T einer Expo-
nentialverteilung mit dem Parameter µ. Diese Funktion wird häufig für die
Überlebenswahrscheinlichkeiten von Elektronik und Maschinen genutzt. Auf-
grund der bereits genannten Anforderungen an ein Modell für Sterberaten von
Individuen ist dieses Modell offensichtlich ungeeignet (Gaißer, 2006).
4. Weibull-Verteilung: Bei diesem Ansatz wird die Mortalitätsintensität in der
Form
µt = βα
−βtβ−1 , α, β > 0
angegeben. Die entsprechende Survivalfunktion lautet tp = e−(t/α)
β
. Mittels
dieses Modells kann zwar die zeitliche Veränderung der Sterbeintensitäten ab-
gebildet werden, allerdings gibt es hier keine Unterscheidung bei der Modellie-
rung der Altersgruppen. Wie das Exponentialmodell ist auch dieses ungeeignet,
die Sterberaten von Individuen zu beschreiben (Gaißer, 2006).
3.3.3. Deterministische Modelle für deutsche Daten
Berechnungen von Prognosen für die Generationen- bzw. Kohortensterbetafeln für
Deutschland wurden unter anderem von Höhn (1987), Dinkel (1984) und Bomsdorf
2) tqx = 1− e−µ(t,x) = 1− e−tmx
Beziehung 1 wurde u. a. in der Untersuchung von Brouhns, Denuit und Vermunt (2002) ver-
wendet.
8 Die Parameter αx und βx müssen für alle einzelnen Altersgruppen geschätzt werden.
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(1996) unternommen. Höhn (1987) hat hierzu die Sterbewahrscheinlichkeiten der
seit 1871/1881 veröffentlichten Periodensterbetafeln miteinander verknüpft (Höhn,
1996). Mit der Verkettungsmethode entfällt die aufwendige Neuberechnung der Ster-
bewahrscheinlichkeiten, zumal die notwendigen Ausgangsdaten über die Anzahl der
Verstorbenen und Lebenden erst seit 1952 verfügbar sind. So kann bspw. für den Ge-
burtsjahrgang 1961 die Säuglingssterblichkeit aus der Periodensterbetafel 1960/1962
verwendet werden, die Sterbewahrscheinlichkeit für das Alter 1 aus der Periodens-
terbetafel 1961/1963, usw. In den Jahren, in denen keine Periodensterbetafeln ver-
öffentlicht wurden, hat Höhn (1987) die Sterbetafeln jeweils in der Mitte des Zeit-
raums gewechselt. Dinkel (1984) hat die Berechnung der Generationen- bzw. Ko-
hortensterbetafeln weiter verfeinert, indem er die Sterbewahrscheinlichkeiten mit
der Methode der kubischen Splines geglättet hat. In den Jahren, in denen keine
Sterbetafelwerte existieren, hat Dinkel (1984) die Sterbewahrscheinlichkeiten durch
Neuberechnung oder Schätzungen über altersspezifische Sterbeziffern ergänzt. Höhn
(1987) und Dinkel (1984) haben mit ihren Berechnungen versucht, die Geburtsjahr-
gänge mit den vorhandenen Daten zu rekonstruieren, was nur für entsprechend alte
Geburtsjahrgänge sinnvoll ist. So hat Höhn die Generationen- bzw. Kohortenster-
betafeln von 1870 bis 1950 (in 10-Jahres-Abständen) und Dinkel von 1900 bis 1962
berechnet.
Einen anderen Ansatz hat Bomsdorf (1996) gewählt, der mit seinen Modellrech-
nungen für die Generationensterbetafeln von 1933 bis 2003 seinen Blick auf die
jüngeren Geburtsjahrgänge gerichtet hat. Bomsdorf (1996) hat hierzu in jeder Al-
tersstufe eine exponentielle Trendfortschreibung der Sterbewahrscheinlichkeiten aus
allen allgemeinen deutschen Sterbetafeln von 1871/1881 bis 1986/1988 durchgeführt,
um untersuchen zu können, wie alt noch lebende Geburtsjahrgänge möglicherweise
werden (Bomsdorf, 2002). Eine weitere Trendfortschreibung hat Bomsdorf (2004) bei
der Berechnung der Lebenserwartung in Deutschland für das Jahr 2050 vorgestellt.
Das Statistische Bundesamt (2009) versucht beide Sichtweisen zu vereinen (die von
Höhn (1987)/ Dinkel (1984) und von Bomsdorf (1996)), um ein umfassendes Bild
der Entwicklung der Sterblichkeit und der Lebenserwartung der Geburtsjahrgän-
ge von 1871 bis 2004 unter Berücksichtigung der beschriebenen Restriktionen zu
erhalten. Die Extrapolation der Sterbewahrscheinlichkeiten noch lebender Geburts-
jahrgänge wird ähnlich der Idee des exponentiellen bzw. log-linearen Ansatzes von
Bomsdorf (1996) modelliert. Dieser Ansatz basiert auf der Annahme, dass der Ver-
lauf der logarithmierten Sterbewahrscheinlichkeiten einer Altersstufe im Zeitverlauf
mithilfe einer linearen Funktion beschrieben werden kann. Wie bei Bomsdorf (2004)
wurde eine exponentielle Trendfortschreibung verwendet, bei der für jedes Alter x
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aus den allgemeinen deutschen Sterbetafeln von 1871/1881 bis 1986/1988 eine Re-
gression auf die Zeit durchgeführt wird. Die allgemeinen Sterbetafeln eignen sich
hierbei aufgrund der Volkszählung und der mathematischen Glättung für eine lang-
fristige Trendfortschreibung besonders gut. Das Modell wurde modifiziert, um die
kurzfristigeren Entwicklungen stärker zu berücksichtigen, da sich in den letzten 30
Jahren in den höheren Altersstufen ab 60 Jahren deutliche Rückgänge in der Sterb-
lichkeit ergeben haben. Der kurzfristige Trend wird ebenfalls nach dem log-linearen
Ansatz modelliert, wobei als Datenbasis die 1-jährigen Sterbewahrscheinlichkeiten
nach der Geburtsjahrmethode für jedes Alter vollständig seit 1970 zur Verfügung
standen. Die Trends seit 1871 und seit 1970 wurden dann zu gleichen Teilen gewich-
tet. Im Vergleich mit den Ergebnissen der Modellrechnung von Bomsdorf (2004)
zeigt sich, dass die Trendvarianten in ähnlichen Bereichen liegen. Ähnlich verfährt
die Deutsche Aktuargesellschaft (2005) bei der Kalkulation der Sterbetafel DAV
2004 R für die Rentenversicherungen.
Die Modellierung der Sterberaten über einen reinen deterministischen Ansatz oder
mit der Einbindung von Expertenmeinungen ist vergleichsweise ungenau (Gallop,
1998, 2002; Goss, Wade & Bell, 1998; Shaw, 1998). Diese Ansätze haben die Sterb-
lichkeitsraten zudem in den letzten Jahrzehnten systematisch unterschätzt (Murphy,
1995; Shaw, 1994; CMI, 1999; Willets et al., 2004; Renshaw & Haberman, 2003).
Von Nachteil ist ebenso, dass diese Ansätze die Unsicherheit über die zukünftige
Entwicklung der Sterberaten nicht direkt abbilden können. Für den Transfer von
Mortalitätsrisiken auf den Kapitalmarkt müssen zudem Risikoaufschläge kalkuliert
werden. Diese basieren in der Regel auf stochastischen Preisprozessen (vgl. Abschnitt
5.3) wofür stochastische Mortalitätsmodelle benötigt werden. In den nachfolgenden
Abschnitten wird daher intensiv diese Modellklasse im zeitdiskreten und -stetigen
Rahmen erörtert und auf deutsche Sterbedaten angewendet.
3.4. Anzeichen für stochastische Sterberaten
Die Idee, dass Sterberaten keinen deterministischen, sondern einen stochastischen
Verlauf haben, ist nicht neu. Es wird bereits seit mehreren Jahren offenkundig dar-
über diskutiert, dass sich die Sterberaten in einem scheinbar zufälligen Muster von
Jahr zu Jahr entwickeln. Die Unsicherheit bei der Vorhersage von Sterberaten wird
sehr deutlich in der Arbeit von Currie, Durban und Eilers (2004) illustriert9, in wel-
cher historische Sterberaten mithilfe von P-Splines analysiert werden. Die Abbildung
der geschätzten Werte der Sterbeintensität µˆ(t, x) in der Arbeit von Currie et al.
9 vgl. auch Abbildung 3.1
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(2004) gibt ein ähnliches Bild wie die Grafik 3.4. Da einige Details darin nicht so
leicht zu erkennen waren, haben Cairns et al. (2006a) die Entwicklung der alterss-
pezifischen Sterberaten in Relation zu einer Basissterberate abgebildet. Grafik 3.5
stellt diesen Sachverhalt für Deutschland für das Basisjahr 1956 dar. In der Abbil-
dung 3.5 sieht man, dass die Veränderung der Sterberaten im Zeitverlauf deutlich
variiert und diese Veränderungen ganz besonders für verschiedene Altersgruppen gel-
ten. Currie et al. (2004) haben darüber hinaus Konfidenzbänder für die zukünftige
Entwicklung der Mortalitäten berechnet. Hierbei wird deutlich, dass sich die Konfi-
denzbänder mit zunehmendem Prognosehorizont ausweiten und selbst bei einer Vor-
hersage für 15-20 Jahre die Bänder sehr breit sind. Allgemein kann man festhalten,
dass die zukünftige Verbesserung der Sterberaten nicht mit irgendeinem festen Ge-
nauigkeitsgrad prognostiziert werden kann (Currie et al., 2004). Andere Studien (u.
a. Forfar und Smith (1987), MacDonald, Cairns, Gwilt und Miller (1998)) gelangen
zu gleichen Schlussfolgerungen.
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Abbildung 3.5.: tqx/1956qx: Entwicklung der altersspezifischen Sterberaten in Rela-
tion zur Sterberate von 1956 für die Jahre 1956 bis 2008 und die
Altersgruppen 20, 40, 50, 65 und 95
Um diesen neuen Erkenntnissen gerecht zu werden und aufgrund der steigenden
Bedeutung des Risikomanagements bei Versicherungen und insbesondere bei Pensi-
onsanbietern wurden im letzten Jahrzehnt zahlreiche stochastische Mortalitätsmo-
delle entwickelt. Diese bilden die quantitative Grundlage, um Mortalitätsrisiken zu
verbriefen und auf den Kapitalmarkt zu transferieren. Im nachfolgenden Abschnitt
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werden daher die wichtigsten zeitdiskreten Modelle vorgestellt. Im Abschnitt 3.6
werden dann noch zeitstetige Modelle betrachtet, bei denen viele Konzepte aus der
Zinsratenmodellierung übertragen werden.
Da es zahlreiche Modelle mit unterschiedlichsten Ansätzen zu diesem Thema gibt,
ist es wichtig, die Frage zu beantworten, ob ein Modell für den Transfer von Mor-
talitätsrisiken geeignet ist oder nicht. Um diese Frage beantworten zu können, soll
hier der von Cairns, Blake und Dowd (2008) aufgestellte Kriterienkatalog erläutert
werden. Dieser Katalog stellt für die folgenden Abschnitte die Grundlage für die
Vergleiche der stochastischen Modelle dar. Folgende Kriterien haben Cairns et al.
(2008) zusammengestellt:
1. Mortalitätsraten müssen positiv sein.
2. Das Modell sollte im Einklang mit historischen Daten sein.
3. Die langfristige Dynamik im Modell sollte biologisch begründbar sein.
4. Die Parameterschätzungen sollten robust bezüglich der Länge des Zeithorizon-
tes und der Altersspannen sein.
5. Der Mittelwert und die Streuung der Vorhersage sollten plausibel und konsis-
tent mit dem historischen Verlauf und der Variabilität der Mortalitätsdaten
sein.
6. Das Modell sollte einfach zu implementieren sein.
7. Das Modell sollte nicht zu viele Parameter beinhalten.
8. Es sollte möglich sein, Prognosepfade und Vorhersageintervalle zu bestimmen.
9. Die Struktur des Modells sollte es ermöglichen, Parameterunsicherheit zu in-
tegrieren (Schätzfehler).
10. Das Modell sollte stochastische Kohorteneffekte einbinden.
11. Das Modell sollte eine nicht triviale Korrelationsstruktur aufweisen.
Ein weiteres Kriterium wurde von Plat (2009) vorgeschlagen, welches die An-
wendung des Modells auf die Altersklassen von 20 bis 100 Jahre verlangt. Viele
Versicherungen verkaufen Policen auch an Personen der Altersgruppe 20-30 Jahre.
Um das Portfolio eines Unternehmens konsistent abzudecken, sollte ein entsprechen-
des Modell daher alle Altersgruppen modellieren können. Der Autor dieser Arbeit
vernachlässigt dieses Kriterium allerdings, da es in Bezug auf die Langlebigkeit und
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der größeren Variabilität im hohen Alter wichtiger ist, für die Altersgruppen ab 60
Jahre ein passendes Modell zu entwerfen. In zahlreichen Studien wurde gezeigt, dass
der größte Teil der Vorhersageunsicherheit im hohen Alter liegt (Currie et al., 2004).
Einige der aufgeführten Kriterien benötigen kurze Erläuterungen, um deren Rele-
vanz hervorzuheben. Das Konzept der biologischen Begründbarkeit ist von der Zins-
satzmodellierung abgeleitet. Cairns et al. (2006a) schreiben in ihrer Arbeit, dass Pe-
riodensterbetafeln durch mit dem Alter steigende Sterberaten gekennzeichnet sind.
Ein Modell, welches mit dem Alter abnehmende Sterberaten abbildet, sollte daher
als biologisch ungeeignet angesehen werden. Eine langfristige Entwicklung um einen
deterministischen Trend wird ebenfalls als ungeeignet betrachtet. Die langfristige
Verbesserung der Sterberaten wird (neben anderen Gründen) das Resultat medi-
zinischen Fortschritts sein, wie bspw. die Heilung von Krebs. Es ist sehr schwer
vorauszusagen, wann solche Entwicklungssprünge stattfinden und welchen Einfluss
diese Behandlungen haben werden. Plausible Vorhersagen sind wie die biologische
Begründbarkeit subjektive Themen. Daher kann man nicht allgemein entscheiden,
ob eine Prognose plausibel ist. Cairns et al. (2011) liefern allerdings einige Beispiele,
bei denen es eine gute Anpassung an die vergangenen Daten gibt, die Vorhersage der
Sterberaten jedoch unwahrscheinlich wirkt (Beispiele hierfür sind plötzliche und star-
ke Änderungen des Mortalitätstrends in bestimmten Altersklassen oder sehr breite
bzw. sehr schmale Prognoseintervalle). Da für die Modellierung von Sterberaten nur
eine begrenzte Anzahl von Beobachtungen vorliegt, sind die Schätzungen auch von
Schätzfehlern betroffen. Cairns et al. (2006b) und Dowd, Blake und Cairns (2010)
untersuchten diesen Sachverhalt in ihren Arbeiten. Die Berücksichtigung möglicher
Schätzfehler hat einen signifikanten Einfluss auf die Prognose der Sterberaten und
damit auf die zukünftige Lebenserwartung. Eine geeignete Korrelationsstruktur soll-
te im Modell mit eingebaut werden, da die Verbesserungen der Sterberaten in ver-
schiedenen Altersstufen möglicherweise korreliert sind. Es sollten aber keine perfek-
ten Korrelationen unterstellt werden. Ansonsten würde fälschlicherweise suggeriert,
dass mortalitätsbasierte Wertpapiere einer spezifischen Altersgruppe genutzt werden
können, um die Verbesserung der Sterberaten bei einer anderen Altersklasse perfekt
abzusichern.
3.5. Zeitdiskrete Modelle
Frühere Projektionen der Sterberaten haben den stochastischen Charakter missach-
tet und bauten auf deterministischen Szenarien und einer Mischung aus der Analyse
der Todesursachen und Expertenmeinungen auf (Gallop, 1998, 2002; Goss et al.,
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1998; Shaw, 1998). Zudem konnten diese Modelle die Unsicherheit über die zu-
künftige Entwicklung der Sterberaten nicht direkt abbilden. Diese deterministischen
Ansätze haben zudem die Sterblichkeitsraten in den letzten Jahrzehnten systema-
tisch unterschätzt (Murphy, 1995; Shaw, 1994; CMI, 1999; Willets et al., 2004;
Renshaw & Haberman, 2003). Der in den vergangenen Jahrzehnten beobachtbare
starke Anstieg der Lebenserwartung (vor allem im hohen Alter), die fortschreiten-
de medizinische Entwicklung und die biologisch maximal mögliche Lebenserwartung
stellen die Frage einer adäquaten Modellierung von zukünftigen Sterberaten ins Zen-
trum. Dies hat die Forschung in der jüngeren Vergangenheit zum Anlass genommen,
ihren Blick auf stochastische Methoden bei der Modellierung zu richten.
Das Kernstück dieser Arbeit ist der Transfer von Langlebigkeitsrisiken auf den Ka-
pitalmarkt. Ein geeignetes stochastisches Mortalitätsmodell bildet dabei die Grund-
lage, um verlässliche Prognosen über den zukünftigen Verlauf der Sterberaten ab-
zugeben. Ein geeignetes Modell in diesem Zusammenhang muss eine gute Anpas-
sung an die historischen Daten liefern und plausible Vorhersagen produzieren. Eine
Reihe von Studien haben bereits verschiedene Methoden mit Blick auf eine gu-
te Anpassung an historische Daten durchgeführt (Wong-Fupuy & Haberman, 2004;
Renshaw & Haberman, 2006; Cairns et al., 2009; Dowd, Cairns et al., 2010b). Bei-
spielsweise haben Wong-Fupuy und Haberman (2004) eine Auswahl deterministi-
scher und stochastischer Modelle einem theoretischen Vergleich unterzogen. Die
Muster der standardisierten Residuen gegen das Alter, die Zeit und die Kohorte ana-
lysieren Renshaw und Haberman (2006). Cairns et al. (2009) schauten zum einen
auf qualitative Eigenschaften wie Parsimonie, Transparenz, Möglichkeit von Simu-
lationen und die Einbindung von Kohorteneffekten und andererseits benutzten sie
Informationskriterien, um unterschiedliche Modelle zu ordnen. Hyndman und Ullah
(2007) vergleichen die Vorhersagequalität von verschiedenen Lee-Carter Erweiterun-
gen.
Diese Vorarbeiten in der Forschung dienen als Grundlage, um in den folgenden
drei Abschnitten existierende stochastische Modelle zu erläutern und zu vergleichen.
Für den Vergleich werden die Daten zur Anzahl der Lebenden und Gestorbenen für
Westdeutschland vom Jahr 1956 bis 2008 verwendet. Dieses Datenmaterial weist
neben der jährlichen Unterteilung auch die einzelnen Altersstufen (0 bis 99 Jahre)
direkt aus. Neben der Anpassung der jeweiligen Modelle an die historischen Da-
ten werden auch Simulationen zum zukünftigen Verlauf der Sterberaten präsentiert.
Die Modelle werden insbesondere hinsichtlich einer guten Anpassung an die Daten
(kleine Varianz) und dem Prognoseverhalten verglichen. Die Analyse sämtlicher Mo-
delle aus der Forschung wäre an dieser Stelle nicht zielführend. Deshalb werden im
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Folgenden nur die wichtigsten Modelltypen vorgestellt und für die Analyse verwen-
det. Erweiterungen bzw. Modifikationen von bestimmten Modellen werden dennoch
erwähnt und auf die entsprechende Literatur verwiesen.
3.5.1. Stochastische Mortalitätsmodelle
Seit Lee und Carter ihre Forschungsarbeit im Jahr 1992 vorgestellt haben, wurde
das Lee-Carter Modell oft für die Anpassung und Prognose von Mortalitätstrends
verwendet (R. Lee & Carter, 1992). Die amerikanische Behörde Census Bureau hat
diesen Ansatz als Benchmark für die langfristige Vorhersage der U.S. Lebenserwar-
tung benutzt. Die Kommission für soziale Sicherungssysteme hat den Institutionen
vorgeschlagen, den Ansatz von Lee und Carter oder darauf aufbauende Ansätze zu
übernehmen (R. Lee & Miller, 2001). Sei tmx die zentrierte Sterberate für das Alter
x zum Zeitpunkt t. Das Lee-Carter Modell zerlegt die altersabhängige Zeitreihe in
zwei Teile von altersabhängigen Konstanten αx und βx und einen zeitabhängigen
Mortalitätsfaktor κt.10 Mathematisch wird das Modell von Lee und Carter wie folgt
beschrieben:
M1: ln(tmx) = αx + βxκt + ǫx,t. (3.4)
αx gibt das altersabhängige Muster der Sterberaten, βx die altersspezifische Wirkung
auf κt und ǫx,t den Fehlerterm des Modells wieder11.
Die Parameter des Lee-Carter Modells können nicht mittels der Methode der
Kleinsten Quadrate bestimmt werden, da alle Variablen auf der rechten Seite der
Gleichung (3.4) nicht beobachtbar sind. Es liegt zudem das Problem der Identifizier-
barkeit bei der Parameterschätzung vor. Um dies zu sehen, soll folgende veränderte
Parametrisierung betrachtet werden:
ln(tmx) = α˜x + β˜xκ˜t
mit α˜x = αx + bβx
β˜x = βx/a
und κ˜t = a(κt − b).
Diese Parameter führen zu gleichen Werten für ln(tmx). Dies bedeutet, dass man
nicht zwischen diesen beiden Parametrisierungen unterscheiden kann. Um dieses
Problem zu umgehen, müssen zwei Nebenbedingungen für die Parameter in das
10 Lee und Carter bezeichnen κt als Mortalitätsindex. Um κt und den Mortalitätsindex für mor-
talitätsbasierte Wertpapiere zu unterscheiden, wird κt in dieser Arbeit mit Mortalitätsfaktor
bezeichnet.
11 Im Originalmodell von Lee-Carter ist ǫx,t
iid∼ N(0, σ2).
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Modell integriert werden (R. Lee & Carter, 1992). Die Wahl der Nebenbedingungen
ist auf gewisse Weise eine subjektive Entscheidung, obgleich einige nachvollziehbarer
sind als andere. In dieser Arbeit wurden folgende Nebenbedingungen für das Lee-
Carter Modell verwendet:
∑
t
κt = 0 und∑
x
βx = 1.
Die erste Nebenbedingung impliziert, dass für jede Altersgruppe x die Parameter αx
(näherungsweise) gleich dem Mittelwert von ln(tmx) entspricht. Die zweite Neben-
bedingung wird gebraucht, um die obigen Parameter a und b festzumachen. Jedoch
gibt es hierfür keine logische Wahl der Parameter und man findet verschiedene Alter-
nativen für unterschiedliche Anwendungen des Lee-Carter Modells in der Literatur.
Ein wichtiger Punkt ist allerdings, dass die Wahl der zweiten Nebenbedingung keine
Auswirkung auf die Güte der Schätzung hat (Cairns et al., 2009).
Für die Bestimmung der Parameter haben Lee und Carter eine zweistufige Schät-
zung vorgeschlagen. Im ersten Schritt wird dabei die Methode der Singulärwertzerle-
gung (Singular Value Decomposition, SVD) auf die Matrix ln(tmx)−αx angewendet,
um damit Schätzergebnisse für βx und κt zu erhalten. βx und κt sind der erste rechte
und linke Singulärvektor in der Zerlegung. αx wird hierbei wie folgt ermittelt:
αˆx =
1
T
tn∑
t=t1
ln(tmx).
Die SVD angewendet auf die Matrix ln(tmx)− αx führt zu folgendem Ausdruck:
SV D[ln(tmx)− αx] =
r∑
i=1
ρiUx,iVt,i
mit r = rank[ln(tmx)− αx]. ρi sind die ansteigend geordneten Singulärwerte von
ln(tmx) − αx und Ux,i, Vt,i die jeweiligen rechten und linken Singulärvektoren. Die
SVD-Approximation von ln(tmx)− αx zum Rang h ist dann gegeben mit:
ln(tmx)− αx =
h∑
i=1
ρiUx,iVt,i + ǫx,t. (3.5)
Die entsprechenden SVD Residuen zum Rang h lauten dann (Renshaw & Haberman,
2003):
ǫx,t =
h∑
i=h+1
ρiUx,iVt,i.
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Die Zerlegung von Gleichung 3.5 führt zu
ln(tmx)− αx =
h∑
i=1
βxκt + ǫx,t
mit βxκt = ρiUx,iVt,i und den Nebenbedingungen
∑
t
κt = 0,
∑
x
βx = 1.
Die SVD-Prozedur erzeugt eine Unstetigkeit zwischen den geschätzten und den
tatsächlichen Sterberaten, da das Modell die logarithmierten Sterberaten anpasst
(R. Lee, 2000; Bell, 1997). Diese Verzerrung wird behoben, indem der angepasste
Mortalitätsfaktor κˆt berechnet wird, der die geschätzte Anzahl Gestorbener mit der
tatsächlichen Anzahl gleichsetzt (R. Lee, 2000):
∑
x
tdx =
∑
x
∑
x,t
exp(αˆx + β
(1)
x κ
(1)
t ) +
∑
i>1
β(i)x κ
(i)
t , ∀t. (3.6)
Gleichung 3.6 kann mittels eines iterativen Verfahrens gelöst werden. Die Methode
von Newton-Raphson ist hier passend, da
∑
x
∑
x,t exp(αˆx +
∑
i β
(i)
x κ
(i)
t − dx,t) eine
eindeutige Nullstelle besitzt. Der Ansatz von Lee-Carter sieht einen Rang von 1 im
SVD vor und damit die zu schätzenden Parameter βx und κt. 12
Das Lee-Carter Modell bildet die Verbesserung der Mortalitätsraten über die Al-
tersgruppen als 1-Faktorenmodell ab. Die Veränderungen der Sterberaten sind somit
für alle Altersklassen perfekt korreliert. Für Länder mit geburtsjahrgangsspezifischen
Effekten hat das Modell eine schlechte Anpassung an gegebene Daten. Die Unsicher-
heit in Bezug auf zukünftige Sterberaten ist proportional zur durchschnittlichen Ver-
besserungsrate βx. Für hohes Alter kann diese somit zu niedrig ausfallen. Erwähnt
werden soll auch, dass das Modell keine Annahmen über Fortschritte in der Medizin
oder spezifische Umweltveränderungen aufnehmen kann. Es finden nur die histori-
schen Werte im Modell Berücksichtigung. Das bedeutet, dass dieser Ansatz plötz-
liche Veränderungen der Sterberaten nicht vorhersehen kann (bspw. Entwicklung
neuer Behandlungen oder Antibiotika). Gleichermaßen kann eine erhöhte Sterblich-
keit durch eine Epidemie, die Erscheinung neuer Krankheiten oder die Verschlech-
terung der Umwelt in der Zukunft nicht in das Modell einfließen (Cairns et al.,
2008, 2009). Die genannten Schwächen wurden durch eine Vielzahl von Forschern
aufgegriffen, die Erweiterungen bzw. Modifikationen dieses Modells veröffentlicht
haben (R. Lee & Miller, 2001; Booth, Maindonald & Smith, 2002; Brouhns et al.,
2002; Renshaw & Haberman, 2003). Das Fehlen von Kohorteneffekten wurde von
Renshaw und Haberman (2006) genutzt, um eine Verallgemeinerung des Lee-Carter
12 Brouhns et al. (2002) haben die Anzahl der Gestorbenen mit einem Poisson-Modell abgebildet.
tdx ist dabei poissonverteilt mit dem Mittelwert tlx × tmx oder kürzer tdx ∼ Poi(tlxtmx)
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Modells vorzuschlagen. Hierbei ist unter Kohorteneffekt, der geburtsjahrgangsspezi-
fische Einfluss auf die Sterberaten in bestimmten Altersklassen und zu bestimmten
Jahren gemeint (Cairns et al., 2011).
M2: ln(tmx) = αx + β
(1)
x κt + β
(2)
x γt−x + ǫx,t
Das Modell von Lee-Carter ist dann ein Spezialfall dieses Modells mit β(2)x =
γt−x = 0. Das obige Modell zerlegt die altersabhängige Zeitreihe in drei Teile - ei-
ne altersabhängige Konstante αx, einen zeitabhängigen Mortalitätsfaktor κt unter
Berücksichtigung der altersspezifischen Wirkung β(1)x und einen zeit- und altersab-
hängigen Kohorteneffekt γt−x ebenfalls unter Berücksichtigung der altersspezifischen
Wirkung β(2)x . Die Erweiterung von Renshaw und Haberman (2006) hat ebenfalls das
Problem der Identifizierbarkeit bei der Parameterschätzung. Daher werden hier die
folgenden Nebenbedingungen gesetzt (Renshaw & Haberman, 2006):∑
t
κt = 0,∑
x
β(1)x = 1,∑
x,t
γt−x = 0 und∑
x
β(2)x = 1.
Die erste und dritte Bedingung bedeutet, dass die Schätzer von αx näherungsweise
dem Mittelwert ln(tmx) über der Zeit entsprechen. Die zweite und vierte Nebenbe-
dingung ist ähnlich wie die zweite Bedingung im Lee-Carter Modell und hat keine
Auswirkung auf die Güte der Schätzung. Die Schätzung der Parameter ist etwas
komplizierter, da die drei Faktoren durch die Beziehung „Kohorte=Periode - Alter“
verbunden sind. Eine zweistufige Schätzung findet hier Anwendung. αx, β(1)x und κt
werden zunächst wie im Lee-Carter Modell mittels Singulärwertzerlegung bestimmt.
Angeschlossen wird dann ein iteratives Verfahren, wobei D(tyx, tyˆx) konvergieren
muss. Mit tyx = ln(tmx) und
D(tyx, tyˆx) =
∑
x,t
dev(x, t) =
∑
x,t
2ωx,t
∫
tyx
tyˆx
tyx − u
V (u)
du =
∑
x,t
2ωx,t(tyx − tyˆx)2.
Das Fortschreiben der zu schätzenden Parameter θ geschieht gemäß der Formel
u(θ) = θ − ∂D/∂θ
∂2D/∂θ2
.
Die exakten Parameterbeziehungen von αx, β(1)x , κt, β
(2)
x und γt−x für die iterativen
Schritte finden sich in Renshaw und Haberman (2006, Seite 561). u(θ) beinhaltet
eben diese Beziehungen und findet Eingang in der Gleichung von D(tyx, tyˆx).
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Ein weiteres stochastisches Mortalitätsmodell ist das von Currie (2006), welcher
ein einfacher gestricktes Alter-Periode-Kohorten (APC) Modell eingeführt hat.
M3: ln(tmx) = αx +
1
na
κt +
1
na
γt−x + ǫx,t,
mit na der Anzahl von Altersklassen im vorliegenden Datensatz. Der zeitabhängige
Mortalitätsfaktor κt und der Kohorteneffekt γt−x werden in diesem Ansatz ohne eine
altersspezifische Wirkung modelliert. Das APC-Modell stammt ursprünglich aus der
medizinischen Statistik und ist älter als das Lee-Carter Modell (Osmond, 1985). Für
die Anpassung der Parameter αx, κt und γt−x verwendet Currie (2006) sogenannte
P-Splines mit Glättungsparameter λ. Ohne Verlust der Allgemeingültigkeit müssen
dem Modell wieder zwei Nebenbedingungen aufgezwungen werden:
∑
t
κt = 0 und∑
x,t
γt−x = 0.
In diesem Fall muss eine weitere Nebenbedingung erfüllt sein, da sonst δ((t −
t¯) − (x − x¯)) zu γt−x hinzugefügt, δ(t − t¯) von κt abgezogen und δ(x − x¯) zu αx
addiert werden kann, ohne die beiden ersten Nebenbedingungen zu beeinflussen. In
der Literatur wird vorgeschlagen, δ aus dem Minimierungsproblem
S(δ) =
∑
x
(αx + δ(x− x¯− α¯x))2
zu bestimmen. αx ist hier definiert als n−1a ln(tmx). Das Ganze liefert dann folgen-
den Term:
δ = −
∑
x(x− x¯)(αx − α¯x)∑
x(x− x¯)2
.
Wenn κt und γt−x die zwei Nebenbedingungen erfüllen, werden die Parameter wie
folgt abgeändert:
κ˜t = κt − naδ(t− t¯),
γ˜t−x = γt−x + naδ((t− t¯)− x− x¯) und
α˜x = αx + δ(x− x¯).
Das von Plat (2009) vorgeschlagene Modell ist eine Kombination der Ansätze
von Renshaw und Haberman (2006), Currie (2006) und Cairns et al. (2006b). Es
versucht die Vorteile dieser Ansätze (Kohorteneffekt, einfache Interpretation der
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Parameter, nicht triviale Korrelationsstruktur der Parameter) zu vereinen und zielt
darauf ab, die gesamte Altersstruktur einer Population abzubilden. Das von Plat
(2009) vorgeschlagene Modell hat dabei folgende Gestalt:
M4: ln(tmx) = αx + κ
(1)
t + κ
(2)
t (x¯− x) + κ(3)t (x¯− x)+ + γt−x,
mit (x¯−x)+ = max(x¯−x, 0). Das Modell besitzt zwar vier stochastische Kompo-
nenten, hat aber eine einfache Grundstruktur wie bei Currie (2006) und Cairns et al.
(2006b). Der erste Faktor κ(1)t erfasst die gleichzeitige Verbesserung über die Zeit
für alle Altersgruppen. κ(2)t gestattet dagegen Unterschiede bei der Entwicklung zwi-
schen den Altersgruppen. Da die Sterberaten von jüngeren Individuen (unter 50
Jahre) sich teilweise abweichend entwickeln (bspw. aufgrund von AIDS, Drogen oder
Alkohol), wird der Faktor κ(3)t implementiert. Die notwendigen Nebenbedingungen
mit c = t− x lauten:
∑
t
γt−x = 0,
c1∑
c=c0
cγt−x = 0 und∑
t
κ
(3)
t = 0.
Für die Modellierung von Sterberaten für das höhere Alter (> 60) schlägt Plat
(2009) vor, κ(3)t = 0 zu setzen (M5). Bei diesem Modell bleiben die ersten beiden
Nebenbedingungen bestehen.
Einen vollkommenen neuen Ansatz über Logit-Modelle haben Cairns et al. (2006b)
in ihrem Mortalitätsmodell gewählt. Analog zur Zinssatzterminologie haben die Au-
toren zunächst die Überlebenswahrscheinlichkeit definiert als
p(t, T0, T1, x) = Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt t, dass ein Individuum im
Alter x zum Zeitpunkt 0 bis zur Zeit T1 > T0 überlebt, falls
es zum Zeitpunkt T0 noch lebt.
Vereinfachend wird tp˜x = p(t+ 1, t, t+ 1, x) als realisierte Überlebenswahrschein-
lichkeit einer Kohorte im Alter x zum Zeitpunkt 0 geschrieben. Die realisierte Mor-
talitätsrate lautet dann tq˜x = 1− tp˜x. In der Untersuchung von Cairns et al. (2006b)
wurde darauf aufbauend das folgende Modell für den Mortalitätsverlauf analysiert13:
tq˜x = 1− tp˜x = e
A1(t+1)+A2(t+1)(x+t)
1 + eA1(t+1)+A2(t+1)(x+t)
.
13 Dieses Modell ist ein Spezialfall des Ansatzes von Perks (1932).
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A1(u) und A2(u) sind definiert als stochastische Prozesse messbar zum Zeitpunkt
u. Umgeformt und mit den Standardparametern in dieser Arbeit versehen, erhält
man
M6: logittqx = ln
(
tq˜x
1− tq˜x
)
= β(1)x κ
(1)
t + β
(2)
x κ
(2)
t + ǫx,t.
Bei diesem Modell (M6) werden folgende Vereinfachungen bzgl. der Parameter
β(1)x und β
(2)
x angenommen (Cairns et al., 2006b):
β(1)x = 1, und
β(2)x = (x− x¯).
Um das Modell im nächsten Abschnitt mit den vorherigen Modellen vergleichen
zu können, wird die Beziehung tqx = 1− e−tmx genutzt (vgl. Abschnitt 3.3.2). Drei
Erweiterungen dieses Ansatzes wurden im Artikel Cairns et al. (2009) vorgestellt.
Hierbei wurde einmal das obige Modell um die Komponente Kohorteneffekt erwei-
tert.
M7: logit(tqx) = ln
(
tq˜x
1− tq˜x
)
= β(1)x κ
(1)
t + β
(2)
x κ
(2)
t + β
(3)
x γt−x + ǫx,t,
wobei β(3)x = 1 unterstellt wird. Bei der zweiten Erweiterung wird angenommen,
dass β(3)x nicht konstant ist, sondern β
(3)
x = (xc − x) gilt, mit xc einem konstanten
zu schätzenden Parameter (M8). Die dritte Erweiterung bestand in der Integration
eines quadratischen Terms in der altersspezifischen Wirkung von κt. Dieses Modell
sieht wie folgt aus:
logit(tqx) = ln
(
tq˜x
1− tq˜x
)
= β(1)x κ
(1)
t + β
(2)
x κ
(2)
t + β
(3)
x κ
(3)
t + β
(4)
x γt−x + ǫx,t,
mit β(3)x = (x − x¯)2 − σˆ2x, β(1)x und β(2)x wie oben und β(4)x = 1 (M9). Wie bereits
bei den vorhergehenden Modellen gibt es auch bei diesem Ansatz das Problem der
Identifizierbarkeit bei der Parameterschätzung. Man kann von γt−x zu γ˜t−x = γt−x+
φ1+φ2(t−x−x¯) wechseln, mit der entsprechenden Anpassung der Parameter κ(1)t und
κ
(2)
t , ohne dass es einen Einfluss auf die geschätzten Werte für tqx hat. Daher wurden
wieder Nebenbedingungen zur Bestimmung der Parameter benötigt. In diesem Fall
wurde eine Anpassung mit der Methode der Kleinsten Quadrate zwischen t − x
und γt−x vorgenommen. Es resultierte eine geschätzte Gerade, die gleich null ist
und dazu führt, dass die Schätzergebnisse für γt−x um null zentriert werden und es
keinen konstanten Aufwärts- oder Abwärtstrend gibt.
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Modell Gleichung
M1 ln(tmx) = αx + βxκt
M2 ln(tmx) = αx + β
(1)
x κt + β
(2)
x γt−x
M3 ln(tmx) = αx + κt + γt−x
M4 ln(tmx) = αx + κ
(1)
t + κ
(2)
t (x¯− x) + κ(3)t (x¯− x)+ + γt−x
M5 ln(tmx) = αx + κ
(1)
t + κ
(2)
t (x¯− x) + γt−x
M6 logit(tqx) = κ
(1)
t + κ
(2)
t (x− x¯)
M7 logit(tqx) = κ
(1)
t + κ
(2)
t (x− x¯) + γt−x
M8 logit(tqx) = κ
(1)
t + κ
(2)
t (x− x¯) + κ(3)t ((x− x¯)2 − σˆ2x) + γt−x
M9 logit(tqx) = κ
(1)
t + κ
(2)
t (x− x¯) + γt−x(xc − x)
Tabelle 3.1.: Gleichungen der Mortalitätsmodelle
Tabelle 3.1 fasst die Modelle zusammen, die in diesem Abschnitt erläutert wurden.
Diese bilden die Grundlage für die empirische Analyse im nächsten Abschnitt. Darin
werden die Daten für westdeutsche Männer für den Zeitraum 1956 bis 2008 analysiert
und die Modelle bzgl. ihrer Anpassung an die historischen Daten und deren Eignung
für Vorhersagen verglichen. Zur Schätzung der Parameter all dieser Modelle wird
die in der Literatur übliche Prozedur benutzt. Grundlage bildet dabei das Poisson-
Modell (Brouhns et al., 2002). Es wird unterstellt, dass die Anzahl Verstorbener tdx
poissonverteilt mit dem Mittelwert tlxtmx ist. Die jeweiligen Parameter φ werden
mit der Maximum-Likelihood (ML)-Methode, gemäß der Log-Likelihood Funktion
l(φ; d, l) =
∑
t,x
tdx ln [tlxtmx(φ)]− tlxtmx(φ)− ln [tdx!] 14
ermittelt.
3.5.2. Analyse deutscher Sterberaten
In diesem ersten Abschnitt wird die Anpassung der neun Modelle an historische Da-
ten betrachtet. Dies erfolgt in mehreren Schritten. Grundlage bilden die Ergebnisse
der Schätzung für jedes Modell, für jedes Alter x, jedes Jahr t und jede Kohorte
t − x. Basierend auf dem Wert der Log-Likelihood Funktion wird das Bayessche
Informationskriterium (BIC) berechnet und nested Modelle mithilfe des Likelihood
Ratio (LR)-Tests verglichen. Im zweiten Schritt werden die standardisierten Resi-
duen betrachtet, welche näherungsweise iid standardnormalverteilt sind. Die Gü-
te dieser Annahme wird mit verschiedenen Testverfahren überprüft. Eine wichtige
14
tdx! bedeutet „tdx Fakultät“.
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Modelleigenschaft ist die Robustheit. Deshalb werden für unterschiedliche Beobach-
tungsfenster die Parameter geschätzt und verglichen. Es sollten dabei nur marginale
Unterschiede zum Vorschein kommen.
Für die Analyse wurden Daten männlicher Individuen der Altersgruppen 60 bis
99 Jahre und für die Kalenderjahre 1956 bis 2008 verwendet. Für jede Altersgruppe
x und Kalenderjahr t liegt ein Wert tlx für die durchschnittliche Anzahl Lebender
und ein Wert tdx für die Anzahl Verstorbener in dieser Kategorie vor15. Die Ana-
lyse ist auch für jede andere Altersperiode möglich. In diesem Abschnitt soll sich
aber verstärkt auf die älteren Jahrgänge konzentriert werden. Wenn Unternehmen
ihr aktuelles in den Büchern stehendes Portfolio absichern wollen, ist vordergründig
der Zeitpunkt von Interesse, ab welchem die Versicherungsnehmer Leistungen vom
Versicherungsgeber erhalten. Dies ist im Zusammenhang mit dem Langlebigkeitsri-
siko im Zeitpunkt der Rentenzahlungen zu sehen. Für eine grundlegende Bewertung
der Leistungen bestehend aus Anzahlungsphase und Auszahlungsphase ist sicherlich
eine Altersperiode von 25 (oder höher) bis 99 Jahre zu wählen. Die Obergrenze wird
hier mit 99 Jahren festgelegt, da bei den vorliegenden Daten in älteren Perioden
häufig keine Lebenden bzw. Sterbenden vorhanden sind und das Verfahren nicht
angewendet werden kann. Auch gibt es für die Berechnung des Mortalitätsindex16
keine Angaben für den Anteil an Personen eines Portfolios über der Altersgrenze
von 99 Jahren.
Bayes Informationskriterium
Zur Evaluierung der Modelle hinsichtlich ihrer Anpassung an historische Daten wird
zunächst das BIC berechnet. Dieses Maß wurde bereits in vergangenen Studien ge-
nutzt (Hayashi, 2000; Cairns et al., 2009; Plat, 2009). Das Kriterium BIC wägt zwi-
schen der Qualität der Anpassung und einer Sparsamkeit an Parametern im Modell
ab. Im Allgemeinen erhöhen Modelle mit mehr Parametern den Wert der Likelihood-
Funktion, obgleich es sich um nur einen sehr geringen Anstieg handeln kann. Deshalb
wird eine Komponente benötigt, die die Überparametrisierung abstraft. Das BIC ist
hier wie folgt definiert17:
BICM = l(φˆM)− 1
2
kM lnT,
mit φM als Parametervektor des Modells M , φˆM den Maximum Log-Likelihood
Schätzern, l(φˆM) dem Wert der Maximum Log-Likelihood Funktion, T der Anzahl
15 Die Daten entstammen der Datenbank von Wilmoth und Shkolnikov (2009).
16 vgl. Abschnitt 2.4
17 Eine alternative Definition des Informationskriteriums ist BIC = −2l(φˆM ) + kM lnT . Die
zwei Definitionen sind äquivalent und haben daher keinen Einfluss auf die Analyse.
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an Beobachtungen und kM der effektiven Anzahl an Parametern im Modell M . kM
repräsentiert die Anzahl aller Parameter abzüglich der Anzahl an Nebenbedingungen
im Modell M . Die untersuchten Modelle können dann geordnet werden, wobei das
Modell mit dem höchsten BIC die beste Anpassung liefert. Tabelle 3.2 gibt für jedes
Modell die effektive Anzahl an Parametern, den BIC Wert und die Reihenfolge an.
Modell Anzahl Parameter BIC Rang
M1 131 -19593,45 8
M2 261 -13330,55 6
M3 182 -17100,19 7
M4 286 -13104,93 4
M5 235 -13026,25 1
M6 106 -20747,96 9
M7 196 -13075,21 2
M8 248 -13125,72 5
M9 198 -13097,19 3
Tabelle 3.2.: Effektive Anzahl an Parametern, Bayessches Informationskriterium
und der Rang für jedes Modell für deutsche Männer im Alter von 60 -
99 für die Jahre 1956 - 2008.
Gemäß dem BIC-Maß ist Modell M5, das favorisierte, gefolgt von M7. Modelle
ohne Kohorteneffekte befinden sich auf den hinteren Rängen. Für den deutschen
Datensatz ist damit ersichtlich, dass solche Effekte in ein Mortalitätsmodell imple-
mentiert werden müssen. Die BIC-Werte der sechs Modelle mit Kohorteneffekten
sind sehr nah beieinander. Der Unterschied beträgt weniger als 2,3 Prozent. Ver-
kürzt man den Beobachtungsumfang, bspw. von 1970 bis 2008, resultiert daraus
eine geänderte Reihenfolge der Modelle mit Kohorteneffekten. Das BIC ist daher
nicht ausreichend für die Auswahl eines geeigneten Mortalitätsmodells. Einige der
vorgestellten Modelle sind Verallgemeinerungen anderer. Modell M1 (restringiert)
ist ein Spezialfall von Modell M2 (verallgemeinert), da β(2)x = γt−x = 0. In die-
sem Fall kann der LR-Test benutzt werden, um die Nullhypothese zu testen, ob
das restringierte Modell das richtige ist. Die Alternativhypothese unterstellt, dass
das verallgemeinerte Modell das korrekte ist. Ein Vergleich dieser Modelle mit dem
LR-Test ist in solchen Fällen adäquater als das BIC. Die LR-Teststatistik lautet
2(lˆgen− lˆrest), mit lˆgen dem Wert der Log-Likelihood Funktion des verallgemeinerten
Modells und lˆrest für das restringierte Modell. Die Nullhypothese wird zugunsten
der Alternativhypothese abgelehnt, falls die Teststatistik größer als der Wert der
χ2-Verteilung mit kgen − krest Freiheitsgraden ist. Alternativ kann der P-Wert für
diesen Test mit p = 1− χ2kgen−krest(2(lˆgen − lˆrest)) berechnet werden.
Die neun untersuchten Modelle beinhalten zehn nested Paare. Jedes Paar wird
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H0 restringiert H1 verallgemeinert LR d.f. P-Wert
M1 M2 13520,26 130 <0,0001
M3 M2 8143,60 79 <0,0001
M3 M4 8786,07 104 <0,0001
M3 M5 8553,31 53 <0,0001
M5 M4 232,76 51 <0,0001
M6 M7 16033,96 90 <0,0001
M6 M8 16330,74 142 <0,0001
M7 M8 296,77 52 <0,0001
M6 M9 16005,31 92 <0,0001
M7 M9 2,28 2 0,3198
Tabelle 3.3.: Likelihood Ratio-Testergebnisse für verschiedene Paare von restringier-
ten und verallgemeinerten Modellen
in Tabelle 3.3 betrachtet. Bei fast allen Kombinationen wird die Nullhypothese ab-
gelehnt. In diesen Fällen bringen die zusätzlichen Parameter im verallgemeinerten
Modell eine signifikante Verbesserung der Likelihood-Funktion. Einzig Modell M7
behauptet sich als restringiertes Modell gegenüber M9. Die Ablehnung der Model-
le M1 und M6 weist wieder darauf hin, dass Kohorteneffekte berücksichtigt werden
müssen. Da mit diesem Kriterium nicht alle Modelle direkt miteinander vergleichbar
sind und kein Modell klar das Beste ist, werden noch weitere Merkmale der Modelle
gegenübergestellt.
Standardisierte Residuen
Das dritte Modellauswahlkriterium bezieht sich auf die standardisierten Residuen:
tǫx =
tmx − tmˆx√
tmˆx/tlx
,
mit tmx den Sterberaten und tmˆx den geschätzten Sterberaten. Wenn die Poisson-
Annahme für die Anzahl Verstorbener und die Anzahl erwarteter Todesfälle groß ist,
ist die Anzahl Verstorbener näherungsweise normalverteilt mit Mittelwert und Va-
rianz gleich tmˆx/tlx. Es folgt, dass die standardisierten Residuen unter der Nullhypo-
these näherungsweise iid N(0, 1) verteilt sind (Cairns et al., 2009; Dowd, Cairns et al.,
2010b).18 Ein einfaches Vorgehen um die Gültigkeit der iid Annahme der tǫx zu
überprüfen, ist die Betrachtung des Musters von positiven und negativen standardi-
sierten Residuen (Koissi, Shapiro & Högnäs, 2006). Unter Gültigkeit der Annahme
sollte das Muster in den Grafiken von Abbildung 3.6 zufällig von positiven (schwar-
zen) und negativen (weißen) Werten bestückt sein. Modell M1, M3 und M6 erzeugen
18 „Näherungsweise“, da Schätzungen für die Residuen statt deren tatsächlichen Werten genutzt
werden.
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starke Cluster, vor allem in den Diagonalen. Bei Modell M1 und M6 sind diese durch
den fehlenden Parameter für den Kohorteneffekt hervorgerufen. Modell M5, M7, M8
und M9 zeigen auf den Diagonalen ebenfalls ein zusammenhängendes Muster von je-
weils schwarzen und weißen Punkten. Einzig Modell M2 und M4 geben ein zufälliges
Muster wieder.
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Abbildung 3.6.: Standardisierte Residuen für Modell M1 - M9
Die visuelle Kontrolle unterliegt einer subjektiven Entscheidung. Deshalb wer-
den hier einige Tests durchgeführt, um zu überprüfen, ob die Residuen mit der iid
N(0, 1) Annahme übereinstimmen. Zum einen wird ein t-Test zur Überprüfung ge-
nutzt, ob der Mittelwert gleich null ist und zum anderen der Jarque-Bera Test auf
Normalverteilung basierend auf der Schiefe und Wölbung (Jarque & Bera, 1980).
Um die iid Annahme zu verifizieren, wird geschaut, ob die Korrelationen zwischen
den angrenzenden Kalenderjahren und den angrenzenden Altersklassen Null sind.
In diesem Fall gibt es 39 Korrelationen zwischen den Altersklassen (zwischen den
Altersklassen 60 und 61, 61 und 62, und so weiter) und 52 Korrelationen zwischen
den Kalenderjahren (zwischen den Jahren 1956 und 1957, 1957 und 1958, und so
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weiter). Für den Test wird die häufig genutzte Teststatistik ρ
√
N − 2/(1−ρ2) heran-
gezogen, mit ρ, dem Korrelationskoeffizienten. Unter der Nullhypothese folgt dieser
Test einer t-Verteilung mit N − 2 Freiheitsgraden (Dowd, Cairns et al., 2010b).
M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9
Stichprobenmomente, T=2320
Mittelwert -0,066 -0,001 -0,070 0,009 0,011 -0,056 -0,043 -0,026 -0,043
Varianz 7,847 1,515 5,373 1,214 1,324 9,019 1,500 1,364 1,514
P-Werte
Mittelwert 0,278 0,952 0,162 0,682 0,655 0,390 0,103 0,292 0,106
Normalvert. 0,001 0,001 0,001 0,060 0,588 0,001 0,737 0,461 0,655
Prozentsatz an signifikanten Korrelationen mit Irrtumswahrscheinlichkeit 1%
Angrenzende
Altersklasse
87,1 46,1 97,4 7,6 12,8 74,3 15,3 7,6 15,3
Angrenzende
Jahre
55,7 25,0 94,2 17,3 15,3 75,0 44,2 32,6 46,1
Tabelle 3.4.: Testergebnisse für standardisierte Residuen
Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.4 zusammengefasst. Der obere Teil gibt die beiden
ersten Stichprobenmomente für jedes Modell wieder. Im mittleren Teil sind die P-
Werte für den t-Test und den Jarque-Bera Test angegeben. Im unteren Teil befindet
sich der Prozentsatz an signifikanten Korrelationen (mit einer Irrtumswahrschein-
lichkeit von 1 %) zwischen angrenzenden Altersklassen und angrenzenden Jahren.
Damit die Nullhypothese - keine Korrelation - besteht, müssen die Prozentsätze na-
he bei null liegen. Für alle Modelle wird die Nullhypothese eines Mittelwertes von
null bestätigt, wobei Modell M2 den betragsmäßig kleinsten Mittelwert ausweist.
Die Überprüfung der Normalverteilung mit dem Jarque-Bera Test führt zur Ableh-
nung der Nullhypothese bei den Modellen M1, M2, M3 und M6. Modell M4 liegt
knapp über der 5% Irrtumswahrscheinlichkeit.19 Blickt man auf die Korrelationen,
werden diese ebenfalls häufiger abgelehnt, als dies unter der Nullhypothese sein soll-
te. Wie bereits aus Abbildung 3.6 erkennbar war, besitzen Modell M1, M3 und M6
die höchsten Prozentsätze an signifikanten Korrelationen. Modell M4 und M5 geben
das beste Resultat bei diesem Kriterium ab. Zusammenfassend gibt es auch hier kein
Modell, welches am besten abschneidet. Abschließend wird in diesem Abschnitt die
Robustheit der Schätzungen analysiert.
19 In vergleichbaren Studien zu den Sterberaten von England und Wales von Dowd, Cairns et al.
(2010b) und Finnland und Schweden von Lovász (2011) wird die Hypothese der Normalver-
teilung fast ausnahmslos abgelehnt.
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Robustheit
In den Abbildungen 3.7 - 3.15 sind die ML-Schätzer für die verschiedenen Parameter
in den jeweiligen Modellen abgebildet20. Die Ergebnisse für das Beobachtungsfenster
1956 - 2008 sind mit Punkten gekennzeichnet und für 1956 - 1998 mit einer Linie.
Zunächst ein paar allgemeine Anmerkungen zu den Ergebnissen für den gesamten
Beobachtungszeitraum. Der Parameter αx - die Basissterblichkeit - steigt in jedem
Modell, was zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit für einen Todesfall vom Jahr t zu t+1
mit dem Alter des Individuums ansteigt. Der Mortalitätsfaktor κ(1)t sinkt im Zeita-
blauf. Das Abnehmen dieses Koeffizienten spiegelt die Verbesserung der Sterblichkeit
im Zeitverlauf gut wider und kann als medizinischer Fortschritt interpretiert wer-
den. Für die Modelle mit Kohorteneffekten kann ein unterschiedliches Muster dieses
Parameters beobachtet werden21. Im Modell M2 und M3 ist sichtbar, dass die Ko-
effizienten bis zum Anfang des 20. Jahrhundert ansteigen und im Anschluss sinken.
Bei den anderen Modellen liegt mehr ein wellenförmiges Muster vor, da Teile des
geburtsjahrgangsspezifischen Einflusses durch die zusätzlichen Parameter κ(2)t und
κ
(3)
t substituiert werden. In allen Modellen mit Kohorteneffekten ist allerdings eine
große Schwankung zwischen den Jahren 1915 bis 1919 zu erkennen. Verursacht wird
dies zum einen durch den Ersten Weltkrieg und die Spanischen Grippe.
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Abbildung 3.7.: Schätzergebnisse für M1
20 Falls nicht anders angegeben, sind die Modelle mit dem Softwareprogramm R programmiert
und geschätzt worden.
21 Kohorten mit weniger als fünf Beobachtungen wurden aus der Untersuchung herausgenommen,
um Overfitting für diese Kohortenparameter zu verhindern. Daher haben die ersten und letzten
vier Kohortenparameter den Wert null.
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Abbildung 3.8.: Schätzergebnisse für M2
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Abbildung 3.9.: Schätzergebnisse für M3
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Abbildung 3.10.: Schätzergebnisse für M4
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Abbildung 3.11.: Schätzergebnisse für M5
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Abbildung 3.12.: Schätzergebnisse für M6
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Abbildung 3.13.: Schätzergebnisse für M7
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Abbildung 3.14.: Schätzergebnisse für M8
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Abbildung 3.15.: Schätzergebnisse für M9
Eine wichtige Modelleigenschaft ist die Robustheit der Parameterschätzungen bei
einer Veränderung des Beobachtungszeitraumes. Das heißt, dass sich die Paramete-
rergebnisse nur sehr leicht ändern sollten, wenn bspw. eine kürzere Periode für die
Schätzung herangezogen wird. Diese Eigenschaft kann in den Abbildungen 3.7 - 3.15
untersucht werden. Bei einigen Modellen sind leichte Abweichungen zwischen den
zwei Schätzungen sichtbar. Diese Unterschiede zwischen den beiden Schätzungen
werden durch die Nebenbedingungen verursacht. Passt man die Nebenbedingungen
für die jeweiligen Modelle an eine Basisperiode an, so sind die Unterschiede nur
noch marginal. Von allen Modellen scheint M6 am robustesten zu sein, allerdings
hat dieser Ansatz auch keine Nebenbedingungen implementiert. Insgesamt machen
alle Modelle einen robusten Eindruck, wenn man die Periode für die Schätzungen
verkürzt. Die Stabilität der Parameter baut Vertrauen für die Vorhersage von Mor-
talitätsraten auf. In Bezug auf die Vorhersagequalität und deren Eignung gibt der
nächste Abschnitt einen detaillierten Einblick.
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Im Hinblick auf die Analyse der historischen Daten stellt man fest, dass kein ein-
zelnes Modell als das Beste angesehen werden kann. Bei den verschiedenen Kriterien
zeigen jeweils unterschiedliche Modelle die beste Performance. Für die mortalitäts-
basierten Wertpapiere stellen verlässliche und plausible Vorhersagen der zukünftigen
Sterberaten die Grundlage dar. Ein stochastisches Mortalitätsmodell für Langlebig-
keitsrisiken muss also gerade bei der Prognose eine hohe Qualität haben. Für die
neun vorliegenden Modelle wird dieses Merkmal im nächsten Abschnitt untersucht.
3.5.3. Vorhersage deutscher Sterberaten
In diesem Abschnitt liegt der Fokus auf der ex-ante Plausibilität und der ex post
Vorhersagequalität der verschiedenen Modelle. Insbesondere werden die Modelle hin-
sichtlich der folgenden qualitativen Kriterien untersucht: Plausibilität der Unsicher-
heit der Vorhersage für verschiedene Altersklassen, die Konvergenzeigenschaft der
Vorhersagen gegen eine realisierte Sterberate eines fixen Jahres und die Güte der
Vorhersage für einen 15-Jahreshorizont.
Zuerst müssen einige Charakteristika der neun Modelle für die Prognose festge-
legt werden. Hierunter fallen vor allem die stochastischen Prozesse, die die Alters-,
Periode- und, falls vorhanden, Kohorteneffekte leiten. Der Alterseffekt αx und βx
ist entweder nicht parametrisch und aus den historischen Daten ermittelt (M1-M3)
oder es ist eine spezielle funktionale Form unterstellt (M4-M9). Da der Schwerpunkt
auf Vorhersagen für dieselben Altersgruppen liegt, ist es nicht notwendig, Simula-
tionen oder Extrapolationen für weitere Alterseffekte zu generieren. Für den Mor-
talitätsfaktor oder Periodeneffekt ist es in der Literatur üblich, einen Random-walk
Prozess zu verwenden (R. Lee & Carter, 1992; Brouhns et al., 2002; Booth et al.,
2002; Cairns et al., 2006b). Wenn mehr als ein Periodeneffekt vorhanden ist, wird
ein multivariater Random-walk Prozess mit korrelierten Innovationen genutzt, um
die Entwicklung der Periodeneffekte zu simulieren. Der von Cairns et al. (2011) vor-
geschlagene Ansatz wurde hier implementiert:
κ
(i)
t = κ
(i)
t−1 + µ
(i)
k + σ
(i)
k Z
(i)
k (t),
mit µ(i)k als Trend, σ
(i)
k den Volatilitäten und Z
(i)
k (t) den standardnormalverteilten
Innovationen, die korreliert zwischen den Komponenten i, aber unkorreliert in der
Zeit sind. Der allgemeine Ansatz über ARIMA-Prozesse wurde von Macdonald et al.
(2007) und Renshaw und Haberman (2006) verwendet. Erstere benutzen einen ARI-
MA (1,1,0)-Prozess für den Kohorteneffekt im Lee-Carter Modell und Letztere einen
ARIMA (2,1,0)-Prozess für M2. In der vorliegenden Analyse liefert der Random-walk
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Prozess eine passable Anpassung an die geschätzten Daten22. Die dritte Komponen-
te ist der Kohorteneffekt. Wie in anderen Studien wird auch hier unterstellt, dass
der zukünftige Verlauf des Kohorteneffektes γt−x unabhängig von den Periodenef-
fekten κ(i)t ist (Renshaw & Haberman, 2006; Macdonald et al., 2007; Cairns et al.,
2011). Betrachtet man die Schätzergebnisse für den Kohorteneffekt in den Grafi-
ken 3.7 - 3.15 ist ersichtlich, dass ein einfacher Random-walk Prozess eher nicht
solch einen Verlauf beschreiben kann. Alternativ werden eine Reihe von ARIMA
(p,d,q)-Prozessen mit d=0,1,2 und p; d=0,1,2,3,4 betrachtet, um die Entwicklung
des Kohorteneffektes zu simulieren. Für jede dieser ARIMA-Kombinationen wurde
das BIC berechnet und das Modell mit dem höchsten Wert ausgewählt23. In allen
Fällen lieferte das ARIMA (1,1,0)-Modell die beste Anpassung.
Basierend auf den beschriebenen Kalibrierungen können die Prognosen der neun
stochastischen Mortalitätsmodelle hinsichtlich ihrer Plausibilität, und hier insbeson-
dere bzgl. ihrer zukünftigen Sterberatenstruktur, verglichen werden. Hierfür werden
sogenannte „fan charts“ verwendet24. Solche Diagramme zeigen zentrale Projektio-
nen (wie den Median, Mode oder Mittelwert) einer gewählten Variable mit Wahr-
scheinlichkeitsbändern. Die Wahrscheinlichkeitsbänder sind am dunkelsten schat-
tiert um die wahrscheinlicheren Projektionen und werden nach außen hin - für weni-
ger wahrscheinlichere Projektionen - transparenter. Im Rahmen dieser Arbeit werden
dabei die zukünftigen Mortalitätsraten betrachtet. An dieser Stelle soll hervorge-
hoben werden, dass Vorhersagen auf der grundlegenden Annahme aufbauen: „die
Zukunft entwickelt sich wie die jüngste Vergangenheit“. Es wird also angenommen,
dass die historischen Beobachtungen, welche für die Schätzung der Parameter des
Modells benutzt wurden, präzise Vorhersagen der zukünftigen Sterberaten liefern.
Falls allerdings jemand der Meinung ist, dass die Mortalitätsraten niedriger aus-
fallen werden - bspw., weil man annimmt, dass eine Heilung von Krebs nahe ist -
dann würde man die Vorhersagen als zu pessimistisch einschätzen. Umgekehrt kann
jemand der Ansicht sein, dass sich die Verbesserung der Mortalitätsraten verlangsa-
men wird und somit die Prognosen als zu optimistisch ansehen. Gleichwohl stellen
solche Projektionen nützliche Benchmarks dar.
Abbildung 3.16 gibt den „fan chart“ für jedes der neun Modelle wieder. Jeder
„fan chart“ illustriert dabei die Vorhersagen unterteilt in 5% Quantilsbänder der
1000 Simulationen. Die unteren Funktionen sind die zukünftigen Sterberaten für die
22 Andere sowie neue Verfahren für die Modellierung des Mortalitätsfaktors werden in Kapitel 4
vorgestellt.
23 Zur Identifikation der ARIMA Modellordnung wurde der Ansatz von Box und Jenkins (1976)
verwendet.
24 „Fan charts“ wurden das erste Mal im Jahr 1996 von der Bank von England im Inflationsreport
benutzt. Vergleich auch Dowd, Blake und Cairns (2010)
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Abbildung 3.16.: Prognose der Sterberate vom Jahr 2009 an für die Altersgruppen
65 (untere), 75 (mittlere) und 85 (obere). Die Punkte kennzeichnen
die realisierten Sterberaten bis zum Jahr 2008.
Altersgruppe 65, die mittleren für die 75-Jährigen und die oberen für die Individuen
im Alter von 85. Die mit dem Alter zunehmende Unsicherheit bei der Entwicklung
der Sterberaten ist bei allen Modellen gegeben. Modell M4 hat dabei die größte
Spannweite innerhalb der Vorhersagebänder, da dieses Modell vier stochastische
Komponenten integriert. Modell M1, M2 und M3 schätzen die altersspezifischen Re-
aktionen auf den Perioden- und Kohorteneffekt und absorbieren dadurch stärker die
Schwankungen aus den historischen Daten als bei den anderen Modellen. Deshalb
haben diese Modelle eine geringere Schwankungsbreite bei der Prognose als die an-
deren Modelle, da Perioden- und Kohorteneffekt weniger stark streuen. Modell M1,
M2, M3 und M6 geben plausible Prognosen ab. Deren Grafiken sind gekennzeichnet
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von einem glatten und sinkenden Verlauf der Sterberaten. Es liegen insbesondere
keine Sprünge und unerwarteten Änderungen der Entwicklung der Sterberaten vor.
Modell M4, M5, M7, M8 und M9 prognostizieren einen unerwarteten Anstieg der
Sterberaten für alle Altersklassen bis zum Jahr 2030, bevor diese anschließend sin-
ken. Dabei tritt vor allem im Modell M5 ein sprunghaftes Absinken auf. Gemessen
an den historischen Daten ist ein Anstieg der Sterberaten ab 2009 für die kom-
menden Jahre eher unwahrscheinlich, womit die Prognosen dieser Modelle für nicht
plausibel anzunehmen sind.
Konvergenz der Sterberaten
Die erste Art ex post Backtesting durchzuführen, beruht auf der Konvergenz der
Vorhersagen aus vergangenen Jahren für ein festgelegtes Endjahr (hier das Jahr
2008). Die aufeinanderfolgenden Vorhersagen sollten gegen die realisierte Sterbe-
rate im Endjahr konvergieren, sowie der Vorhersagehorizont sich verringert. Die
Unsicherheit bei der Prognose sollte dabei abnehmen (Cairns et al., 2011). Der Aus-
gangspunkt der Grafiken in Abbildung 3.17 sind die Parameterschätzungen der ver-
schiedenen Modelle basierend auf den historischen Daten von 1956 bis 1987. Gemäß
der beschriebenen Prozedur wird die Sterberate des Jahres 2008, also 20 Jahre vor-
aus, simuliert. Für die zweite Prognose wurden die Daten von 1956 bis 1988 genutzt
und die Sterberate des Jahres 2008, also 19 Jahre voraus, simuliert und so weiter
bis zum Jahr 2007. Als Ergebnis erhält man 20 aufeinander folgende Prognosen der
Sterberate für das Jahr 2008, die auf einer expandierenden Datenbasis aufbauen. Der
Backtest beinhaltet dann eine grafische Auswertung der Entwicklung der Prognosen
gegen die realisierte Sterberate des Jahres 2008.
Abbildung 3.17 illustriert die Vorhersagen der Sterberate für das Jahr 2008 von
75-jährigen Männern für die Jahre 1988, 1989, ..., 2007.25 Die durchgezogene Linie
ist der Median der simulierten Prognosen und die gestrichelten Linien auf beiden
Seiten repräsentieren das 90% Konfidenzband (also das 5% und 95% Quantil). Der
Punkt ist die realisierte Sterberate im Jahr 2008 der 75-Jährigen. Sämtliche Modelle
konvergieren gegen diesen Punkt, wobei einige Modelle mehr oder weniger schwan-
ken. Bei den Modellen M3, M7, M8 und M9 steigt die prognostizierte Sterberate
in den ersten Jahren an, bevor diese dann zu sinken beginnt. Im Modell M5 ist ein
sprunghafter Anstieg im Jahr 1995 sichtbar, was an der Verlässlichkeit dieses Mo-
dells zweifeln lässt. Die Modelle M1, M3, M4 und M6 überschätzen die Sterberate zu
Beginn der Prognose und nähern sich der realisierten Sterberate von oben. Modell
M2 korrigiert die Vorhersage sehr schnell und verändert sich dann nur sehr margi-
25 Die Ergebnisse für die Altersklassen 65 und 85 befinden sich im Anhang A.
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Abbildung 3.17.: Vorhersage der Sterberate für 2008 für einen 75-Jährigen vom Jahr
1988 an.
nal. Ebenfalls sind die Konfidenzbänder sehr eng um den Median, was die Prognosen
dieses Modells als zuverlässig erscheinen lassen. Die größte Unsicherheit ist wieder
bei den Modellen M4, M7, M8 und M9 zu erkennen.
Güte der Vorhersagen
Bei der zweiten und letzten Backtesting Prozedur wird die Güte der Vorhersagen
für einen 15-Jahreshorizont analysiert. Die simulierten stochastischen Vorhersagen
werden dabei mit den realisierten Sterberaten verglichen. Für die Güte wird hierbei
erfasst, ob die realisierten Sterberaten innerhalb der Konfidenzbänder liegen oder
nicht. Dafür wurden wieder die Parameter jedes Modells geschätzt und für einen
15-Jahreshorizont prognostiziert. Diesmal sind die historischen Daten von 1956 bis
1978 der Ausgangspunkt, mit denen zukünftige Sterberaten für 15 Jahre im Voraus
simuliert werden. Die zweite Prognose basiert auf den Daten von 1956 bis 1979 und
so weiter bis zu den vergangenen Daten von 1956 bis 1993. Der letzte Beobachtungs-
umfang wurde dann genutzt, um die Sterberaten von 1994 bis 2008 vorherzusagen.
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Insgesamt liefert das Verfahren 15 Prognosen für einen 15-Jahreshorizont. Diese si-
mulierten Daten werden für die Backtesting Prozedur benötigt. Jedes Mal, wenn
die realisierte Sterberate außerhalb des 90% Konfidenzbandes lag, war die Prognose
schlecht und dieser Datenpunkt erhält eine Eins. Macht man dies für alle Prognosen
und summiert diese jeweils für die Prognosejahre 1, 2, ..., 15 auf, erhält man die An-
zahl inkorrekter Vorhersagen für ein bestimmtes Prognosejahr. Diese Summe wurde
noch durch die maximale Anzahl inkorrekter Vorhersagen geteilt (hier 15). Diese
Fehlerquoten sind in Abbildung 3.18 angegeben. Der Backtest wird wieder grafisch
ausgewertet, wobei Modelle mit einer geringen Fehlerquote zu bevorzugen sind26.
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Abbildung 3.18.: Fehlerquote der Vorhersagen für die Altersklassen 65 (durchgezoge-
ne Linie), 75 (gestrichelte Linie) und 85 (punkt-gestrichelte Linie)
Die Fehlerquoten für deutsche Männer im Alter von 65 (durchgezogene Linie), 75
(gestrichelte Linie) und 85 (punkt-gestrichelte Linie) für die neun Modelle sind in
Abbildung 3.18 illustriert. Die Modelle M2, M7, M8 und M9 haben die wenigsten in-
korrekten Vorhersagen für die abgebildeten Altersklassen. Auffällig ist, dass bei allen
Modellen die Fehlerquote bei 85-Jährigen in den ersten Prognosejahren sehr hoch
ist und mit fortlaufendem Prognosehorizont abnimmt. Modell M5 ist vergleichbar
26 Ein ähnliches Verfahren wird von Dowd, Cairns et al. (2010a) angewandt.
103
3. Sterberatenmodelle
2 4 6 8 10 14
0.
0
0.
4
0.
8
M1
Prognosejahr
An
te
il
2 4 6 8 10 14
0.
0
0.
4
0.
8
M2
Prognosejahr
An
te
il
2 4 6 8 10 14
0.
0
0.
4
0.
8
M3
Prognosejahr
An
te
il
2 4 6 8 10 14
0.
0
0.
4
0.
8
M4
Prognosejahr
An
te
il
2 4 6 8 10 14
0.
0
0.
4
0.
8
M5
Prognosejahr
An
te
il
2 4 6 8 10 14
0.
0
0.
4
0.
8
M6
Prognosejahr
An
te
il
2 4 6 8 10 14
0.
0
0.
4
0.
8
M7
Prognosejahr
An
te
il
2 4 6 8 10 14
0.
0
0.
4
0.
8
M8
Prognosejahr
An
te
il
2 4 6 8 10 14
0.
0
0.
4
0.
8
M9
Prognosejahr
An
te
il
Abbildung 3.19.: Anteil der Realisationen unterhalb des Medians der Prognosen für
die Altersklassen 65 (durchgezogene Linie), 75 (gestrichelte Linie)
und 85 (punkt-gestrichelte Linie)
mit den genannten, weist aber am Ende des Prognosehorizontes eine höhere Fehler-
quote für die Altersklasse 85 aus. Modell M1 liefert das schlechteste Ergebnis, hier
steigt die Fehlerquote bei 75-Jährigen ebenfalls mit dem Prognosehorizont an. Da
bei vergleichbaren Studien häufig eine Unterschätzung der Sterberaten auftritt, soll
hier abschließend untersucht werden, wie häufig die realisierten Sterberaten unter-
bzw. oberhalb des Medians der simulierten Vorhersagen liegen. Dies kann mit der
gleichen Prozedur wie eben erfolgen. In diesem Fall erhält eine Beobachtung eine
Eins, falls die realisierte Sterberate unterhalb des Median liegt. Bei einem idealen
Modell sollten 50 Prozent der Beobachtungen unterhalb und 50 Prozent oberhalb
des Medians liegen. Abbildung 3.19 zeigt den Anteil der Realisationen unterhalb des
Medians der Prognosen für die Altersklassen 65 (durchgezogene Linie), 75 (gestri-
chelte Linie) und 85 (punkt-gestrichelte Linie). Für keines der Modelle befindet sich
der Anteil um die 0,5 herum. Bei allen Modellen wird fast ständig die Sterberate der
85-Jährigen überschätzt. Die anfängliche Überschätzung der Sterberaten bei allen
Modellen für einen kurzen Prognosezeitraum kehrt sich rasch zu einer Unterschät-
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zung der Sterberaten auf lange Sicht um. Die Ergebnisse für Modell M2 sind bei
diesem Kriterium am besten.
Der Zweck der Analyse deutscher Sterberaten ist ein adäquates stochastisches
Mortalitätsmodell auszuwählen, mit welchem zukünftige Sterberaten simuliert wer-
den können. Solche simulierten Sterberaten werden allgemein benötigt, um ein mor-
talitätsbasiertes Wertpapier zu bepreisen. Die in Abschnitt 2.7 entwickelte Langle-
bigkeitsanleihe soll im Rahmen dieser Arbeit geeignet bewertet werden. Grundlage
dafür ist ein Mortalitätsmodell, das die Unsicherheit bei der Entwicklung der Sterbe-
raten abbilden kann und extreme Ereignisse, die zu Langlebigkeitsrisiken führen, be-
rücksichtigt. Daher wurden in einem ersten Schritt die in der Literatur existierenden
zeitdiskreten Modelle präsentiert und anschließend ihre Eignung zur Beschreibung
deutscher Sterberaten aufgezeigt.
Hierfür wurde die Analyse in zwei Bestandteile geteilt. Im ersten Teil wurde die
Anpassung der Modelle an vergangene Daten überprüft. Als Kriterien wurden zu-
nächst das BIC und der LR-Test für nested Modelle genutzt. Beim BIC wurde das
Modell M5 favorisiert, dagegen werden beim LR Test verallgemeinerte Modelle fast
immer bevorzugt. Bei den Tests für die standardisierten Residuen, die gemäß den
Annahmen einer iid N(0, 1) Verteilung folgen, lieferte Modell M4 die besten Er-
gebnisse. Beim Kriterium der Robustheit der Schätzungen gab es keine wirklichen
Unterschiede zwischen den Modellierungsansätzen. Bei der Auswahl eines Mortali-
tätsmodells zur Prognose von Sterberaten wurden auch die Plausibilität der Progno-
sen sowie deren Vorhersagequalität kontrolliert. Lediglich die Modelle M1, M2, M3
und M6 generierten plausible Projektionen. Schaut man sich die Konvergenz sowie
die Fehlerquoten der Prognosen an, liefert Modell M2 die besten Ergebnisse.27
Insgesamt gibt es kein Modell, welches alle anderen Modelle bzgl. aller Kriterien
übertrifft. Allerdings ist in diesem Datensatz erkennbar, dass Kohorteneffekte bei
der Modellierung der Sterberaten Berücksichtigung finden muss. Modell M1 und M6
scheiden daher bei der Auswahl aus. In Bezug auf die Verwendung von stochasti-
schen Modellen um mortalitätsbasierte Wertpapiere zu entwickeln, sollte ein Modell
mit guten Prognoseeigenschaften favorisiert werden. Für pensionsrelevante Anwen-
dungen, wie bspw. der Transfer von Langlebigkeitsrisiken auf den Kapitalmarkt, ist
das zeitdiskrete Modell M2 geeignet.
Neben der Klasse der diskreten Modelle gibt es noch zahlreiche Ansätze für die
zeitstetige Entwicklung der Sterberaten. Diese nicht unmittelbar auf die Daten an-
wendbaren Modelle werden im nächsten Abschnitt vorgestellt.
27 Ähnliche Ergebnisse zeigt die Analyse der Sterberaten deutscher Frauen für denselben Beob-
achtungszeitraum sowie in denselben Altersklassen.
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3.6. Zeitstetige Modelle
Modelle dieser Art helfen, die Entwicklung und Dynamik der Sterberaten im Verlauf
der Zeit besser zu verstehen. Sie sind aber zugleich relativ schwierig zu handhaben
und auf Daten anzuwenden. Viele Ansätze in diesem Abschnitt entstammen der
Modellierung von Zinsstrukturkurven und unterteilen sich im Wesentlichen in den
Short-Rate und den Forward Ansatz (Biffis, 2005).
3.6.1. Short-Rate Ansatz
Modelle dieses Ansatzes bilden direkt die Dynamik der Mortalitätsintensität µx,t im
zeitstetigen Verlauf ab. Bestehende Modelle mit solch einer Struktur der Mortali-
tätsraten sind unter anderem in den Arbeiten von Milevsky und Promislow (2001),
Dahl (2004), Luciano und Vigna (2006), Schrager (2006), Dahl und Moller (2006),
Gourieroux und Monfort (2008) und Hainaut und Devolder (2008) veröffentlicht.
Als einer der Ersten haben Milevsky und Promislow (2001) die konstanten Parame-
ter im Gompertz Mortalitätsgesetz ersetzt und damit eine stochastische Entwicklung
der Mortalitätsraten vorgeschlagen28. Bei ihrem Modell für die Mortalitätsrate ha-
ben sie sich darauf konzentriert einen zeitstetigen Prozess zu finden, welcher analog
zur Gompertz Survivalfunktion zu betrachten ist. Dieser Prozess sollte exponenti-
ell wachsen, die Varianz proportional zur Mortalitätsrate sein, niemals Null werden
und die Mean-Reversion-Eigenschaft besitzen. Als Ergebnis kam folgender Prozess
zustande
dµt = αe
βt+σYt , α, β, σ > 0
dYt = −νYtdt+ dWt, Y0 = 0, ν ≥ 0.
Die Mortalitätsrate wird bei diesem Ansatz nur abhängig von der Zeit, nicht aber
vom Kohortenalter modelliert. Die Lösung dieser stochastischen Differentialglei-
chung lautet
Yt =
∫ t
0
e−ν(t−τ)dWτ .
Weiterführend haben Milevsky und Promislow (2001) dann explizit das Zinsrisiko
von Finanzmarktprodukten (Modellierung nicht konstanter Zinsen) und das syste-
matische Mortalitätsrisiko in einen Ansatz integriert. Hierdurch gelang es den Auto-
ren Preise einer Anleihe zu simulieren und Hedgingstrategien zu beschreiben, welche
stetig in den Mortalitätsraten und den Zinsen waren. Darauf aufbauend hat Dahl
(2004) ein allgemeines Modell präsentiert, welches das von Milevsky und Promislow
(2001) als Spezialfall integriert. Dahl (2004) hat hierbei folgendes zeitstetiges Modell
28 In ihrer Originalarbeit verwenden Milevsky und Promislow (2001) den Begriff „hazard rate“.
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für stochastische Sterberaten vorgeschlagen. Ausgehend vom Gompertz-Makeham
Modell für die Sterbeintensität µx,t entwickelt sich diese für feste x ≥ 0 in der Form:
dµ[x],t = α
µ(t, x, µ[x],t)dt+ σ
µ(t, x, µ[x],t)dWt, (3.7)
mit Wt als Standard-Brownsche Bewegung hinsichtlich der Filtration Ft.
Ein stochastischer Prozess (Wt)t≥0 auf dem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω, F , (Ft)0≤t≤∞,P) heißt Standard-Brownsche Bewegung, wenn folgende Bedin-
gungen erfüllt sind:
i) Wt ist stetig
ii) Wt ein Lévy Prozess ist und
iii) E(Wt) = 0 und E(W 2t ) = t.
Die Definition impliziert, dass die Zuwächse Wt+h −Wt normalverteilt mit N(0, h),
h ≥ 0 sind. Modelle dieser Form werden auch als Short-Rate-Modelle bezeichnet,
da diese die „spot force of mortality“ also die Mortalitätsintensität modellieren und
die Modellansätze aus der Zinstheorie verwenden. Falls die Mortalitätsintensität µ
für eine Person im Alter x zum Zeitpunkt 0 für die Periode von t bis T bekannt
ist, ergibt sich diese gemäß Gleichung 3.2 zu e−
∫ T
t
µ[x]+udu. Jedoch ist die zukünftige
Entwicklung der Sterberaten unbekannt und muss daher über den Erwartungswer-
toperator gebildet werden, angenommen die Entwicklung der Sterberaten ist bis
zum Zeitpunkt t (Ft) bekannt. (Ft)0≤t≤∞ ist somit die Filtration im Modell mit
den zufälligen Beobachtungen, die die Entwicklung des stochastischen Prozesses µ
beinhaltet. Unter Verwendung von µ als Markov-Prozess und den bedingten Erwar-
tungsoperatoren ergibt sich die Überlebensfunktion zu (Dahl, 2004):
G¯x(t, µ[x]+t, T ) := E
P
[
e−
∫ T
t
µ[x]+τdτ
∣∣∣µ[x]+t ] . (3.8)
Bei geeigneter Wahl von α und σ kann gewährleistet werden, dass die Mortalitäts-
intensität strikt positiv bleibt. Wie in vorhergehenden Abschnitten erläutert, führt
eine Intensität von 0 zu einer Überlebenswahrscheinlichkeit von 1. Dies ist für jedes
Zeitintervall (t, t + τ) unrealistisch (im Gegensatz zur Zinstheorie, bei der Zins-
sätze von 0 möglich sind). Ferner ist es möglich einen einfachen Ausdruck für die
Survivalfunktion bei diesem Ansatz zu generieren, falls einige Bedingungen für den
Trend α und die Volatilität σ zugrunde gelegt werden (Dahl, 2004). Falls α und σ
in Gleichung 3.7 von der Form
αµ(t, x, µ[x]+t) = δ
α(t, x)µ[x]+t + ζ
α(t, x),
σµ(t, x, µ[x]+t) =
√
δσ(t, x)µ[x]+t + ζσ(t, x)
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für deterministische Funktionen von δα, ζα, δσ und ζσ sind, dann folgt für die Sur-
vivalfunktion aus Gleichung 3.8
G¯x(t, µ[x]+t, T ) := e
A(t,x,T )−B(t,x,T )µ[x]+t. (3.9)
Das Modell hat dann eine affine Mortalitätsstruktur für die Kohorte x, wenn A und
B für festes x dem System
∂tB(t, x, T ) + δ
α(t, x)B(t, x, T )− 1
2
δσ(t, x)(B(t, x, T ))2 = −1, B(T, x, T ) = 0
und
∂tA(t, x, T ) = ζ
α(t, x)B(t, x, T )− 1
2
ζσ(t, x)(B(t, x, T ))2, A(T, x, T ) = 0
genügt (Dahl, 2004). Des Weiteren kann die partielle Differentialgleichung der Sur-
vivalfunktion hergeleitet werden. Wenn G¯ stetig differenzierbar für t und zweimal
stetig differenzierbar für µ ist, kann für festes x ≥ 0 die folgende partielle Differen-
tialgleichung für G¯x(t, µ[x]+t, T ) berechnet werden:
0 =
∂
∂t
G¯x(t, µ, T ) + α
µ(t, x, µ)
∂
∂µ
G¯x(t, µ, T )
+
1
2
(σµ(t, x, µ))2
∂2
∂µ2
G¯x(t, µ, T )− µG¯x(t, µ, T ),
mit der Grenzbedingung G¯x(T, µ, T ) = 1 (Dahl, 2004).
Die Gleichung 3.7 modelliert die Entwicklung der Sterberaten über die Zeit t für
jeweils eine Altersklasse x, da x wie oben beschrieben fix ist. Dies ist vergleichbar
zum Modell von Lee und Carter. Wie Gaißer (2006) schreibt, beachtet dieses Modell
allerdings nicht die altersspezifischen Parameter, welche den Verlauf der Mortalitä-
ten ebenfalls determinieren. Um dies weiter auszuführen, wird unterstellt, dass die
Mortalitätsintensität µx,t ein beliebiger stochastischer Prozess mit der Filtration auf
dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , (Ft)0≤t≤∞,P) ist. Weiterhin bildet µx,t nicht
nur die zeitliche, sondern auch die altersspezifische Entwicklung der Sterberaten ab.
Es werden also nicht nur ein Teil, sondern die gesamten Mortalitätsraten gleichzeitig
modelliert. In diesem Fall hat die Survivalfunktion für x ≥ 0 folgende Form:
G¯x(t, µ, T ) := E
P (e−
∫ T
0
µx+τ,t+τdτ |Ft ). (3.10)
Gleichung 3.10 gibt die Wahrscheinlichkeit für eine Person des Alters x zum Zeit-
punkt t an, dass diese noch bis t + τ überlebt, gegeben den Informationen bis t.
Das Wahrscheinlichkeitsmaß P in Gleichung 3.10 repräsentiert ein beliebiges Wahr-
scheinlichkeitsmaß. Der einzige Unterschied zwischen Gleichung 3.8 und 3.10 ist die
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zusätzliche Integration in Bezug auf das Alter x in Gleichung 3.10. Um das Short-
Rate-Modell aus Gleichung 3.7 in Bezug auf die Modellierung der Altersgruppen x
zu verallgemeinern, wäre eine Möglichkeit, die x in Gleichung 3.7 jeweils willkür-
lich zu wählen. Dann würde man allerdings verschiedene Brownsche Bewegungen
für die Altersklasse erhalten und somit ein Integral der Survivalfunktion mit sehr
vielen Brownschen Bewegungen lösen müssen. An dieser Stelle wird erst einmal an-
genommen, dass der bedingte Erwartungswert aus Formel 3.10 existiert und die
folgende Bedingung erfüllt ist (in diesem Fall ist µ ein Markov-Prozess). Erfüllt die
Mortalitätsintensität µ die Bedingung
µx+τ,t+τ = g(t, x, τ) + µx,t+τ ∀τ ≥ 0, (3.11)
mit g als deterministischer Funktion, dann erhält man gemäß Gleichung 3.10 die
folgenden partiellen Differentialgleichungen der Survivalfunktion (Gaißer, 2006):
0 =
∂
∂t
G¯x(t, µ, T ) + α
µ(t, x, µ)
∂
∂µ
G¯x(t, µ, T )
+
1
2
(σµ(t, x, µ))2
∂2
∂µ2
G¯x(t, µ, T )− h′(t)G¯x(t, µ, T ). (3.12)
h′(t) ist die Ableitung der Funktion h(t) =
∫ 0
−t µx+τ,t+τ und G¯x(T, µ, T ) = 1 ist die
Grenzbedingung29. Die Ergebnisse der affinen Mortalitätsstruktur der Überlebens-
wahrscheinlichkeit können verallgemeinert werden, müssen aber wegen der determi-
nistischen Funktion g leicht angepasst werden. Dies wird weiter unten im Vasicek-
Mortalitätsmodell kurz illustriert. Bemerkt werden soll an dieser Stelle, dass die
Mortalitätsintensität - abhängig von der Zeit und vom Alter - in der Gleichung
3.11 gleich der altersspezifischen Mortalitätsintensität plus einer deterministischen
Funktion ist. Die deterministische Funktion gibt in diesem Zusammenhang die Ent-
wicklung der Sterbeintensität im steigenden Alter wieder. Im Weiteren werden kurz
zwei Modelle präsentiert, die Spezialfälle des Mortalitätsmodells aus Gleichung 3.7
sind.
Vasicek-Mortalitätsmodell Bei der Modellierung von Sterberaten als Short-Rate
ist dieses Modell weit verbreitet. Obwohl es nicht der Bedingung der strikten
Positivität genügt, wird es häufig aufgrund der Einfachheit genutzt (Bauer,
2008). Ein stochastisches Mortalitätsmodell heißt Vasicek-Mortalitätsmodell,
falls für jedes fixe x ≥ 0 die Mortalitätsintensität µ[x],t folgender stochastischer
Differentialgleichung genügt:
dµ[x],t = β(ρ− µ[x],t)dt+ σdWt, (3.13)
29 Beweis im Anhang B
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mit den Parametern β, ρ > 0, σ > 0, µ[x],0 für alle x ≥ 0 undW einer Standard-
Brownschen Bewegung auf der Filtration (Ft)0≤t≤∞. Mittels der Umschreibung
von αµ(t, x, µ[x],t) = β(ρ − µ[x],t) und σµ(t, x, µ[x],t) = σ wird ersichtlich, dass
es sich um einen Spezialfall des Modells 3.7 handelt. Elliott und Kopp (2005,
S. 264) zeigen, dass sich für Gleichung 3.13 die Lösung
µ[x],t = e
−βt
{
µ[x],0 + ρ(e
βt − 1) + σ
∫ t
0
eβτdWτ
}
(3.14)
ergibt. In diesem Zusammenhang kann gezeigt werden, dass µ[x],t normalver-
teilt ist mit
µ[x],t ∼ N
(
e−βt
[
µ[x],0 + ρ(e
βt − 1)
]
, σ2
(
1− eβt
2β
))
.
Daraus ergibt sich jedoch auch, dass µ[x],t negativ werden kann. Obgleich die
Wahrscheinlichkeit hierfür sehr klein ist, ist dieser Punkt gravierend für die
weiteren Betrachtungen. Nichtsdestotrotz soll kurz die Handhabbarkeit dieses
Modells erläutert werden, da u. a. eine geschlossene Form der Survivalfunktion
angegeben werden kann. Unter Verwendung des Vasicek-Mortalitätsmodells
lässt sich die folgende Survivalfunktion bestimmen
G¯x(t, µ[x]+t, T ) := e
A(t,x,T )−B(t,x,T )µ[x]+t, (3.15)
mit
B(t, x, T ) =
1
β
(1− e−βT ) und
A(t, x, T ) =
[B(t, x, T )− T ] (β2ρ− 1
2
σ2)
β2
− σ
2B2(t, x, T )
4β
Falls die Bedingung 3.11 erfüllt ist, mit g als einer deterministischen Funktion
und µ[x],t als Vasicek-Modell, ergibt sich für die Survivalfunktion aus Gleichung
3.10 folgender Ausdruck
G¯x(t, µ, T ) := e
−
∫ T
0
g(t,x,τ)dτeA(t,x,T )−B(t,x,T )µ[x]+t.
Cox-Ingersoll-Ross Mortalitätsmodell Bei Anwendung des Cox-Ross-Ingersoll An-
satzes auf Gleichung 3.7 erhält man ein weiteres Modell für die Mortalitäts-
intensität. Es unterscheidet sich vom Vasicek-Modell insofern, dass die Para-
meter zeit- und altersabhängige Funktionen sind und die Volatilität den Term
√
µx,t beinhaltet (Bauer, 2008). Falls für jedes feste x ≥ 0 gilt, lautet die
stochastische Differentialgleichung dieses Mortalitätsmodells
dµ[x],t = (β(x, t)− γ(x, t)µ[x],t)dt+ ρ(x, t)√µ[x],tdWt. (3.16)
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β(x, t), γ(x, t) und ρ(x, t) sind positiv beschränkte Funktionen und W ei-
ne Standard-Brownsche Bewegung auf der Filtration (Ft)0≤t≤∞. Mittels der
Umschreibung von αµ(t, x, µ[x],t) = β(x, t) − γ(x, t)µ[x],t und σµ(t, x, µ[x],t) =
ρ(x, t)
√
µ[x],t wird ersichtlich, dass es sich um einen Spezialfall des Modells 3.7
handelt. Konträr zum Vasicek-Modell lässt sich hier die Mortalitätsintensität
strikt positiv definieren, wenn β(x, t), γ(x, t) und ρ(x, t) gewisse Bedingungen
erfüllen (vgl. Dahl (2004, S. 118)). Wie bereits beim vorherigen Modell liegt
auch hier die Mean-Reversion-Eigenschaft in der Zeit vor und auch in den
Kohorten. Eine geschlossene Form der Survivalfunktion lässt sich hier ebenso
angeben, da Gleichung 3.16 eine affine Mortalitätsstruktur aufweist.
Im Gegensatz zu den Arbeiten von Milevsky und Promislow (2001) und Dahl
(2004) hat Schrager (2006) die Mortalitätsintensität über alle Altersgruppen simul-
tan betrachtet. Als Grundlage diente hierbei das Modell von Thiele und Make-
ham30. Der Autor hat sein Modell an niederländische Mortalitätsdaten mittels des
Kalmann-Filters angepasst und einen alternativen Bewertungsansatz präsentiert.
Hainaut und Devolder (2008) zeigten, wie die Sterbeintensitäten mittels doppel-
stochastischen Prozessen mit der Mean-Reversion-Eigenschaft modelliert werden
können. Die stochastischen Komponenten gehören hierbei zur Familie von α-stabilen
Subordinatoren. Diese Kategorie der Lévy-Prozesse zeichnet sich durch eine Vielzahl
von asymmetrischen Verteilungen und einer analytischen Handhabbarkeit aus. Die
numerische Anwendung wurde mittels belgischen Sterberaten durchgeführt.
Zusammenfassend lässt sich schreiben, dass die Modellierung der Mortalitätsin-
tensität mittels der Brownschen Bewegung den unsicheren Verlauf der Sterberaten
beschreiben kann. Gleichzeitig erfüllen diese Modelltypen auch einige wichtige Be-
dingungen. Unter gewissen Umständen ist zudem eine relativ einfache Survivalfunk-
tion herleitbar. Einschränkend bleibt aber, dass die Mean-Reversion-Eigenschaft,
die bei der Zinsratenmodellierung als wünschenswert gilt, für die Modellierung von
Mortalitätsraten als nicht geeignet anzusehen ist. Beim Verlauf der Sterberaten über
die verschiedenen Altersgruppen gibt es keinen langfristigen Mittelwert, um den die
Sterberaten schwanken. Für eine detaillierte Beschreibung von stochastischen Mor-
talitätsintensitäten auf Grundlage von Brownschen Bewegungen sei auf die Arbeiten
von Dahl (2004) und Cairns et al. (2006a) verwiesen.
3.6.2. Forward Ansatz
Ein zweites Konzept bei der stetigen Modellierung besteht in der Adaption der
Heath-Jarrow-Morton (HJM) Methode (Heath, Jarrow & Morton, 1992) zur Model-
30 vgl. Abschnitt 3.1
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lierung von Preisen für Langlebigkeitsbonds. Cairns et al. (2006a) sind die Ersten
gewesen, die die HJM-Methode auf Langlebigkeitsanleihen angewandt haben. Die
Autoren untersuchten verschiedene Spezifikationen für die Bewertung von Langle-
bigkeitsbonds. Insbesondere wurde die Terminstruktur als ein Produkt zweier unab-
hängiger HJM-Modelle beschrieben. Die erste Terminstruktur bezog sich auf risiko-
freie Nullkupon-Anleihen und die Zweite auf die Überlebenswahrscheinlichkeit. Da-
bei haben die Autoren das Konzept der Termin-Mortalitätsraten (forward forces of
mortality rates) ähnlich dem Konzept des Terminzinssatzes beschrieben. Das vorge-
stellte Modell unterliegt jedoch der Einschränkung, dass das stochastische Verhalten
der Sterberaten unabhängig von der zukünftigen Entwicklung der Zinsraten ist. Aus
Praktikabilitätsgründen erscheint auch für Milterson und Persson (2005) der An-
satz zweckmäßig, dass der Tod eines zufälligen Versicherungsnehmers unabhängig
von der Entwicklung der Wirtschaft und der allgemeinen Entwicklung einer Ge-
sellschaft ist. Sie argumentieren dennoch, dass die Termin-Mortalitätsraten (bspw.
die durchschnittliche Anzahl Verstorbener pro Zeiteinheit) weitgehend von der Ent-
wicklung der Wirtschaft im Allgemeinen abhängt und damit auch vom Finanzmarkt
(insbesondere den Zinssätzen)31. Falls es allerdings eine solche Abhängigkeit bei der
Entwicklung der Sterberaten und der Entwicklung des Finanzmarktes gibt, wird
der Marktpreis des Mortalitätsrisikos ungleich null sein. Dies bedeutet, dass sämt-
liche Preise für Lebensversicherungsprodukte auf einer guten Schätzung des Markt-
preises vom Mortalitätsrisiko aufbauen. Der Schwerpunkt des HJM Modells ist die
Verwendung der Marktdaten um den Marktpreis des Zinsrisikos herauszuziehen.
Ausgehend von der Unabhängigkeitsannahme bei Cairns et al. (2006a) ist es nicht
möglich, den Marktpreis des Mortalitätsrisikos zu ermitteln. Cairns et al. (2006a)
nehmen sozusagen a priori an, dass das Mortalitätsrisiko ein Beta von null in ei-
nem CAPM Ansatz hat. Milterson und Persson (2005) haben deshalb das Konzept
der Termin-Mortalitätsraten ohne Einschränkungen für die Abhängigkeit zwischen
dem stochastischen Verhalten von Sterberaten und Terminzins eingeführt. Die Au-
toren gehen dabei von der Existenz einer Terminstruktur für Erlebensfallversiche-
rungen32 aus, um damit die heutigen Termin-Mortalitätsraten zu bestimmen. Durch
eine explizite Modellierung der Volatilität der Dynamik der Termin-Mortalitätsraten
31 Sie stützen sich hierbei auf eine demographische Untersuchung des Max Planck Instituts für
Demographische Forschung. In dieser Studie werden Beispiele dieser Abhängigkeit vorgelegt.
Darin wird u. a. eine Abhängigkeit zwischen den politischen Ereignissen der letzten 40 Jahre in
Russland und der Lebenserwartung der russischen Bevölkerung aufgezeigt und die Konvergenz
der Jahressterberaten von Ostdeutschland zu denen von Westdeutschland unmittelbar nach
der Wiedervereinigung.
32 Es werden insbesondere Verträge mit sämtlichen Fälligkeiten und für alle Altersklassen benö-
tigt.
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kann ein arbitragefreies Modell für den Trend der Termin-Mortalitätsraten herge-
leitet werden. Diese abgeleitete Dynamik kann dann für die Bewertung von ande-
ren Finanzmarktprodukten (komplexe Lebensversicherungen, Pensionsverträge oder
Mortalitäts-Derivaten) verwendet werden. Ausgehend von Modellen für die Term-
instruktur von Zinssätzen haben die Autoren die Termin-Mortalitätsraten µx(t, T )
zum Zeitpunkt t mit
µx(t, T ) =
−P2(t, T ;x+ t− T )
P (t, T ;x+ t− T ) − f(t, T ) (3.17)
definiert, mit der zugrunde liegenden Funktion
P (t, T ;x) = e−
∫ T
t
(f(t,s)+µx+s−t(t,s))ds und P2(t, T ;x) =
∂
∂T
P (t, T ;x).
Gleichung 3.17 gibt die zum Zeitpunkt t erwartete Termin-Mortalitätsrate für den
Zeitpunkt T einer Person im Alter x zum Zeitpunkt T an. Bei diesem Ansatz kann
auch die Beziehung zwischen den Termin-Mortalitätsraten und den aktuellen Ster-
beraten hergeleitet werden, was zum Ausdruck µx(t, t) = µx(t) führt. Bei zugrunde
legen der Unabhängigkeit zwischen den stochastischen Termin-Mortalitätsraten und
Terminzinssätzen erhält man das von Cairns et al. (2006a) präsentierte Modell, bei
dem sich Gleichung 3.17 zu
µx(t, T ) =
−B2(t, T ;x− T )
B(t, T ;x− T ) (3.18)
vereinfacht. Die Dynamik der stochastischen Termin-Mortalitätsraten und Termin-
zinssätze werden dann wie bei Heath et al. (1992) modelliert. Die Zinssätze folgen
dabei der Struktur
df(·, s)t = νf (t, s)dt+ σf (t, s)dWt (3.19)
mit W als Wiener Prozess. Vergleichbar werden auch die Mortalitätsraten definiert:
dµx(·, s)t = νµ(t, s;x)dt+ σµ(t, s;x)dWt, (3.20)
die ebenfalls die Bedingungen C1, C2 und C3 von Heath et al. (1992) erfüllen müs-
sen. Mögliche gleichgerichtete Bewegungen der zwei Prozesse werden in den Volati-
litätsstrukturen abgebildet. Bauer (2008, S. 53) merkt an, dass noch kein derartiger
liquider Markt existiert, womit die Terminstruktur beobachtet bzw. abgeleitet wer-
den könnte. Unter gewissen Voraussetzungen, schreibt Bauer (2008), könnte der
Preis einer Langlebigkeitsanleihe aus den Quoten von Lebensversicherern oder Ren-
tenanbietern hergeleitet werden (vgl. Kapitel 5), da der Preis bereits heute implizit
in den Versicherungsquoten enthalten ist (Bauer, 2008). Für Chen und Cox (2009)
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besteht der Vorteil von zeitstetigen Mortalitätsmodellen vor allem darin, dass diese
helfen die Entwicklung der Sterberaten im zeitlichen Verlauf besser zu verstehen. Da
diese Modelltypen aber schwierig anzuwenden sind und zudem Sterberaten einmal
pro Jahr gemessen werden, sind zeitdiskrete Modelle gegenwärtig beim Transfer von
Mortalitätsmodellen zu bevorzugen.
3.7. Kohorteneffekte
Dieser Abschnitt geht abschließend detaillierter auf das Phänomen des Kohortenef-
fektes ein und stellt dabei eine neue Methode zur Prognose des Effektes vor. Einige
der in dieser Arbeit vorgestellten Modelle beinhalten Kohorteneffekte (vgl. Abschnitt
3.5.1), womit die Schwankungen der Sterberaten auf Grund des Geburtsjahrganges
modelliert werden. Wie bereits in diesem Kapitel angemerkt, bestehen signifikante
Unterschiede im Muster der Sterberaten bei verschiedenen Ländern und in einigen
Fällen hängt dies mit dem Vorhandensein von Kohorteneffekten zusammen. Die-
se Effekte reflektieren den schrittweisen Aufbau von medizinischen, umwelt- und
lebensstilbedingten Faktoren, welche sich auf spezifische Geburtskohorten auswir-
ken (Cairns et al., 2011), wie bspw. die Spanische Grippe im Jahr 1918, die Ent-
wicklung von umfangreichen Impfprogrammen, Nahrungsmangel nach dem Zweiten
Weltkrieg und dem Bildungsabschluss (Tuljapurkar & Boe, 1998). Für zahlreiche
Länder ist bereits bekannt, dass Kohorteneffekte vorliegen, so zum Beispiel bei Eng-
land & Wales, Frankreich, Deutschland, Japan oder auch Italien (Richards et al.,
2007; Cocevar, 2007).
Für die Bewertung von Langlebigkeitsrisiken und eben auch für die Bepreisung
von mortalitätsbasierten Wertpapieren muss die Entwicklung der Sterberaten und
damit auch der Kohorteneffekte vorhergesagt werden. Cairns et al. (2011) sind der
Meinung, dass die größte Schwierigkeit bei der Prognose der Sterberaten in der
Modellierung des Kohorteneffektes liegt. Alle bekannten Studien simulieren zukünf-
tige Werte des Kohorteneffektes durch ARIMA-Prozesse. Renshaw und Haberman
(2006) verwenden einen ARIMA (1,1,0). Macdonald et al. (2007) und Cairns et al.
(2011) arbeiten ebenfalls mit diesen Prozessansätzen. Cairns et al. (2011) ermitteln
die Prozessstruktur auf Grundlage der Informationskriterien. Allerdings haben die
Autoren dabei auch Prozessstrukturen mit dem höchsten Informationskriterium ab-
gelehnt, da hierbei nicht plausible Vorhersagen entstanden. Außerdem führen diese
Prozesse einen hohen Grad an Unsicherheit über die zukünftige Entwicklung der
Mortalitätsraten mit sich. Im Folgenden wird deshalb ein alternatives Vorgehen für
die Prognose des Kohorteneffektes in einer spezifizierten Altersklasse dargelegt.
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Abbildung 3.20.: Schätzung der Mortalitätsfaktoren für die Altersgruppen 25-99
Jahre (links) und 60-99 Jahre (rechts)
Grundlage bildet das Modell von Renshaw und Haberman (2006), bei welchem
der Mortalitätsparameter κt und der Kohortenparameter γt−x von der Zeit abhän-
gen. In früheren Untersuchungen wurde die Annahme unterstellt, dass die Ent-
wicklung des Kohorteneffektes unabhängig vom Verlauf des Mortalitätsfaktors ist
(Renshaw & Haberman, 2006; Cairns et al., 2011; Macdonald et al., 2007). Dies wird
hier ebenfalls unterstellt. Die geschätzten Werte des Kohortenparameters für den
deutschen Datensatz können in Abbildung 3.20 betrachtet werden. Der Datensatz
umfasst wieder die Jahre von 1956 bis 2008. In der linken Grafik wurden nur die Al-
tersgruppen von 25-99 Jahre und in der rechten Grafik die Altersgruppen von 60-99
Jahre verwendet. Klar erkennbar ist, dass ein einfacher Random-walk die Struktur
der Zeitreihe nicht erfassen kann und dass die Parameter für verschiedene Alters-
gruppen variieren. Des Weiteren erhält man mehr Parameter für den Kohorteneffekt,
wenn eine breitere Altersgruppe benutzt wird. Beispielsweise startet die rechte Gra-
fik im Jahr 1861 und endet im Jahr 1944, wogegen die linke Grafik erst im Jahr
1979 endet und damit um 35 Jahre länger ist.
- Zeit
Schätzung für Alter 60-99
 
 
Schätzung für Alter 25-99
t1 tc1 tc2
Abbildung 3.21.: Anzahl an Parametern des Kohorteneffektes
Allgemein kann man notieren, dass die rechte Grafik Parameterwerte für den Ko-
horteneffekt für die Zeitspanne t1 bis tc1 für die Altersgruppe 60-99 angibt. Die linke
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Abbildung umfasst für die Altersgruppe 25-99 Jahre die Zeitspanne von t1 bis tc2.
Bei beiden Grafiken wachsen die Werte der Kohorteneffekte in den ersten Dekaden
an und fangen danach an zu sinken. In der linken Abbildung fallen die Kohor-
tenparameter weiter, während die rechte Abbildung bereits endet. Die zusätzlichen
Parameterergebnisse in der linken Grafik (nach dem Zeitpunkt tc1) resultieren aus
den Schätzungen der Altersgruppe 25-59 Jahre. Diese Schätzungen offenbaren den
wahrscheinlichsten zukünftigen Verlauf der Kohortenparameter für die Altersgruppe
60-99 nach dem Zeitpunkt tc1. Diese Aussage resultiert daraus, dass Informationen
über die zukünftige Entwicklung des Kohortenparameters der Altersgruppe 60-99
bereits in den Ergebnissen der Altersgruppe 25-99 sichtbar werden. Diese Vorin-
formationen sollen nun verwendet werden, um eine verbesserte Prognose über den
zukünftigen Verlauf der Kohortenparameter der Altersgruppe 60-99 Jahre für den
Zeitraum tc1 + 1 bis tc2 abzugeben33.
Der neue Ansatz kann wie folgt kompakt notiert werden:
1. Schätze die Kohortenparameter der Altersgruppe 25-99 Jahre (Fit 1).
2. Schätze die Kohortenparameter der Altersgruppe 60-99 Jahre (Fit 2).
3. Normiere die Kohortenparameter von Fit 1 zum Minimum und Maximum von
Fit 2 gemäß der Formel (3.21)
ynorm = (x−min(x)) · max(ynorm)−min(ynorm)
max(x)−min(x) + min(ynorm), (3.21)
mit x = γt−x von Fit 1 und ynorm = γt−x von Fit 2.
4. Korrigiere das Niveau von ynorm zum Zeitpunkt tc1 auf das Niveau von x zum
Zeitpunkt tc1.
5. Verwende γtc1+1−x bis γtc2−x für die Prognose des Kohorteneffektes der höheren
Altersgruppe für den Zeitraum tc1 bis tc2.
Über dieses Verfahren erhält man plausible Vorhersagen mit geringerer Unsicher-
heit in der Zukunft und weitaus wichtiger geeignete und realistische Prognosen des
Kohorteneffektes und damit auch der Sterberaten. Nachteilig ist, dass der Ansatz
nur auf Zeitraum tc1 + 1 bis tc2 anwendbar ist. Allerdings ist diese Zeitspanne für
die Modellierung von Mortalitätsraten im höheren Alter und für die Bewertung von
33 Die Altersgruppe 40-99 kann ebenfalls zur Prognose herangezogen werden. Dabei ist die Zeit-
spanne der Vorhersagen allerdings kürzer. Altersgruppen unter 25 Jahre können nicht verwen-
det werden aufgrund des Hügels in den Sterberaten der Altersgruppe 18 bis 24 Jahre (vgl.
Abbildung 3.3).
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Abbildung 3.22.: Vorhersage der Kohortenparameter mittels ARIMA (links) und al-
ternativer Methode (rechts)
mortalitätsbasierten Wertpapieren ausreichend. Für Prognosen nach dem Zeitpunkt
tc2 muss man auf die bekannten Methoden zurückgreifen, allerdings inklusive der
ermittelten Kohortenparameter auf Grundlage der Vorinformation.
Um die Eignung dieses Ansatzes zu verifizieren, wird hier ein Vergleich mit dem
Vorgehen von Renshaw und Haberman (2006) gemacht. Als Erstes wird die ARIMA-
Prozessstruktur für die deutschen Daten der Jahre 1956 bis 1988 ermittelt34 (vgl.
Vorgehen in Abschnitt 3.5.3). Basierend auf dem BIC wurde ein ARIMA (2,1,0)-
Modell für die Prognose des Kohortenparameters gewählt. Da es sich hierbei um
einen stochastischen Ansatz handelt, wird wieder auf das Konzept der „fan charts“
zurückgegriffen. In der linken Grafik von Abbildung 3.22 sind die geschätzten Ko-
hortenparameter von Fit 2 bis zum Jahr 1924 und die Prognose des Parameters für
den Zeitraum 1925 bis 1959 abgebildet. Es wird sichtbar, dass die Spannweite der
Vorhersage des Parameters ohne Limit divergiert, was durch die einmalige Differen-
zierung des Prozesses verursacht wird. Innerhalb des Prognosebandes ist ein leichter
Aufwärtstrend (dunklerer Bereich) sichtbar. Die rechte Grafik zeigt ebenfalls die ge-
schätzten Kohortenparameter von Fit 2 bis zum Jahr 1924 und die normierten Ko-
effizienten für die Periode 1925 bis 1959 (Punkte). Dieser Trend ist deterministisch
und besitzt daher nur einen Pfad. In den ersten Jahren ist der Verlauf in Überein-
stimmung mit dem ARIMA-Prozess. Danach fällt die Funktion rasch und erreicht
den unteren Rand des Quantilbandes des „fan charts“. Für die Out-of-Sample Be-
trachtung wurden die geschätzten Parameter der Jahre 1989 bis 2008 hinzugefügt
34 Die Jahre 1989 bis 2008 wurden als Out-of-Sample Analyseinstrument verwendet und nicht
in die Schätzung mit einbezogen.
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(Kreuze). Hier wird die Eignung dieses Ansatzes im Vergleich zum anderen Verfah-
ren besonders deutlich, da der Abstand zur Realisation gering ist und der fallende
Trend vom neuen Ansatz erkannt wurde.
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Abbildung 3.23.: Prognose der Sterberaten mittels ARIMA (links) und alternativer
Methode (rechts)
Der Vollständigkeit halber wurden mit den beiden Verfahren jeweils Mortalitäts-
raten für die Altersgruppen 65, 75 und 85 simuliert. Wie bereits vorher werden auch
hier nur die Beobachtungen bis zum Jahr 1988 verwendet, um eine Out-of-Sample
Analyse durchzuführen. Die linke Grafik in Abbildung 3.23 zeigt wieder auf Grund-
lage des Modells von Renshaw und Haberman (2006) die projizierten Mortalitäts-
raten. In der rechten Grafik wurde für den Kohortenparameter die neue Methode
verwendet. In beiden Abbildungen ist die Notwendigkeit, Kohorteneffekte zu berück-
sichtigen deutlich durch das Zick-Zack-Muster sichtbar. In der linken Grafik wächst
die Unsicherheit über den zukünftigen Verlauf der Mortalitätsraten schnell an. Diese
Unsicherheit fällt mit der alternativen Prozedur geringer aus, da eine deterministi-
sche Funktion für den Kohorteneffekt unterstellt wurde. Aufgrund der stochastischen
Komponente κt verbleibt auch bei der neuen Methode Unsicherheit, welche bei der
Bewertung von mortalitätsbasierten Wertpapieren auch benötigt wird. Allerdings ist
die Schwankungsbreite geringer und die realisierten Sterberaten der Out-of-Sample
Analyse befinden sich innerhalb der simulierten Pfade. Dies resultiert aus dem stei-
leren Trend des Kohorteneffektes mit der neuen Methode. Nichtsdestotrotz liegen
die realisierten Sterberaten bei beiden Ansätzen am unteren Rand der Prognose-
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bänder, was darauf deutet, dass beide Prozeduren die Verbesserung der Sterberaten
unterschätzen.
Die präsentierte Vorgehensweise lässt sich auf andere Modelle mit Kohortenef-
fekten übertragen und liefert zu dem verlässliche Ergebnisse auch für die Länder
Finnland, Frankreich, Schweden und USA (Lovász, 2010). Insgesamt erzielt diese
einfach zu implementierende Prozedur gute Ergebnisse mit Blick auf die Vorhersa-
gevariabilität und die Genauigkeit.
3.8. Fazit
Dieses Kapitel hat neben der Einführung zu Sterberaten die verschiedenen Arten
der Modellierung von Mortalitätsraten präsentiert. Es sind hierbei zwei wesentliche
Modellansätze erörtert worden - die zeitstetigen und -diskreten. Der intuitive Weg
zur Abbildung stochastischer Sterberaten liegt wohl in der Erweiterung deterministi-
scher Mortalitätsgesetze zu stochastischen. Hierbei werden frühere deterministische
und konstante Variablen durch stochastische Prozesse substituiert. Der größte Teil
der Forschung konzentrierte sich bisher auf diese Vorgehensweise. Diese Modelle ge-
nießen die Vorteile einer guten Handhabbarkeit und erlauben leichte Kalibrierungen
vorzunehmen. Neben dem klassischen Modell von R. Lee und Carter (1992) wurden
noch weitere Modelle mit einigen Erweiterungen präsentiert. Es wurde vor allem
ersichtlich, dass Ansätze mit Kohorteneffekten den ursprünglichen Modellen vorzu-
ziehen sind, da diese eine wesentlich bessere Anpassung an historische Daten liefert.
Durch die Erweiterungen mittels stochastischer Prozesse ist es möglich, Unsicherheit
in der zukünftigen Entwicklung abzubilden und diese dann in die Preisbildung von
Anleihen zu integrieren (vgl. Kapitel 5).
Ein anderer Weg stochastische Mortalitäten abzubilden, erfolgt über eine Rei-
he von einfachen Mortalitätsanleihen. Ähnlich zu Zinsstrukturmodellen wird die
Existenz eines exogen bestehenden Marktes für Langlebigkeitsanleihen vorausge-
setzt. Mittels der zahlreichen Anleihen verschiedener Laufzeiten können Funktionen
für Überlebenswahrscheinlichkeit und Termin-Mortalitätsraten durch die gegebenen
Preisprozesse definiert werden. Es wurde erklärt, wie stochastische Modelle gebaut
sind, die über Termin-Mortalitätsraten oder Short-Rate Ansatz spezifiziert sind. In-
nerhalb der Klasse der Forward Ansätze kann die gesamte Alters- und Zeitstruktur
modelliert werden. Durch die Anwendung der Idee von Heath et al. (1992) können
arbitragefreie Bedingungen für den Trendterm der Mortalitätsraten beobachtet wer-
den. Der entscheidende Faktor, der bei diesem Ansatz problematisch ist, sind die
fehlenden Anfangswerte für die Alters- und Zeitstruktur. Da es noch immer keinen
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liquiden Markt für mortalitätsbasierte Wertpapiere gibt, steht die Frage im Raum,
wie man diese Anfangswerte bestimmt. Eine Möglichkeit ist das Schätzen der „best
estimate“ Survivalfunktion. Allerdings stimmen die Anforderungen dieser Methode
nicht mit denen für ein risikoneutrales Modell zur Preisfindung überein. Die Frage
der risikoneutralen Bewertung von Langlebigkeitsanleihen wird detailliert im Kapi-
tel 5 diskutiert. Der zeitstetige Ansatz, bei dem als wichtigste Grundlage ein liquider
Markt für Langlebigkeitsanleihen bereits existieren muss, wird in dieser Arbeit nicht
weiter verfolgt. Die Beobachtung eines solchen Marktes wird vom Autor auf einen
mittelfristigen Zeithorizont als unrealistisch erachtet. Selbst wenn es in naher Zu-
kunft einen (fast) liquiden Markt für mortalitätsbasierte Wertpapiere gibt, bestehen
Zweifel, ob es einfache Anleihen jeglicher notwendiger Kombination von Anfangs-,
Fälligkeitszeitpunkt und Kohorten geben wird.
Bei den zeitdiskreten Modellen wurden erstmals für Deutschland verschiedene
Modelle direkt miteinander verglichen. Diese Untersuchung unterteilte sich in die
Analyse der historischen Daten und der Vorhersagequalität. Keines der neun vorge-
stellten Modelle zeigte sich bei allen Auswahlkriterien als klar bestes Modell. Das Ziel
dieser Analyse war es, ein stochastisches Mortalitätsmodell für die Bewertung der
Langlebigkeitsanleihe in Kapitel 5 auszuwählen. Da für die Bestimmung des Preises
der Anleihe vor allem eine gute Vorhersagequalität benötigt wird, wurde das Mo-
dell M2 ausgewählt. Zudem besitzt dieses Modell eine einfachere Grundstruktur mit
nur zwei stochastischen Komponenten und eine klare Interpretation der Parameter.
Bei der Prognose von Sterberaten im Kontext von zeitdiskreten Modellen kommt
den erwähnten stochastischen Komponenten eine zentrale Rolle zu. Jeder einzelne
stochastische Term muss für sich selbst wiederum modelliert werden, um Vorhersa-
gen für die Zukunft zu generieren. Bei höher parametrisierten Modellen kann dies
eher zu unplausiblen Ergebnissen führen als bei Modellen mit wenigen stochasti-
schen Bestandteilen. Um diesen unplausiblen Ergebnissen ein Stück entgegen zu
wirken, wurde in diesem Kapitel ein alternatives Vorgehen bei der Prognose des sto-
chastischen Kohorteneffektes präsentiert. Hierfür werden in einem ersten Schritt die
Kohortenparameter aus einer Datenbasis mit einer breiteren Altersgruppe (25 bis
99 Jahre) bestimmt und für eine Datenbasis für das höhere Alter (60 bis 99 Jahre).
Die zusätzlichen Informationen aus der breiteren Altersgruppe über den Verlauf des
Kohorteneffektes werden an die Schätzungen der kürzeren Datenbasis angeknüpft
und liefern damit eine Prognose über den zukünftigen Verlauf des Kohorteneffektes
für das höhere Alter. Diese neue Vorhersagemethode bringt realistischere Prognosen
mit geringerer Modellunsicherheit mit sich und lässt sich auf andere Modelle mit
Kohorteneffekten übertragen.
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Bei der Vorhersage des Mortalitätsfaktors und des Kohorteneffektes wäre auch ei-
ne abhängige Modellierung der beiden Parameter denkbar. Beide Faktoren hängen
von der Zeit ab und überlagern sich in einem bestimmten Zeitabschnitt. Ein Ereig-
nis, welches die Sterberaten allgemein beeinflusst, könnte sich gleichzeitig auf beide
Parameter auswirken. Eine unterschiedliche Gewichtung der Auswirkungen auf die
Altersgruppen, ähnlich dem Modellrahmen von S. H. Cox, Lin und Pedersen (2010),
wäre ebenso zu überlegen. Eine genauere Analyse dessen ist im Rahmen dieser Ar-
beit nicht möglich gewesen, wird aber vom Autor für zukünftige Studien angeregt.
Für die Prognose des Mortalitätsfaktors wird bei den klassischen zeitdiskreten
Modellen die ARIMA-Prozedur verwendet. Diese Prozedur kann die Beschaffenheit
dieses Faktors jedoch nicht vollständig abbilden. Sprünge oder extreme Ereignisse
im zeitlichen Verlauf, die für das Langlebigkeitsrisiko verantwortlich sind, können
hierüber nicht integriert werden. Der Fokus des nächsten Kapitels liegt daher in
einer geeigneten Modellierung des Mortalitätsfaktors, um das Langlebigkeitsrisiko
explizit abzubilden.
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Die Analyse der Sterberaten als Gesamtheit - als ein System - wurde im vorheri-
gen Kapitel vollzogen. Für die Vorhersage von Sterberaten nutzt man bisher - nach
geeigneter Schätzung der Parameter - die Standardwerkzeuge der Zeitreihenanalyse
und dabei insbesondere den ARIMA-Ansatz. Eine verbesserte Methode zur Pro-
gnose des Kohorteneffektes für einen bestimmten Vorhersagehorizont wurde bereits
präsentiert. Die Projektion des zentralen Mortalitätsfaktors baut jedoch immer noch
auf dem ARIMA-Ansatz auf. Dieser liefert teilweise unplausible Ergebnisse bei der
Vorhersage von Sterberaten und erzielt eine unzureichende Anpassung an die Daten,
insbesondere bei extremen Ereignissen. Diese Sprünge in den Mortalitätsraten, die
das Langlebigkeitsrisiko maßgeblich beeinflussen, bedürfen einer veränderten Model-
lierung. Deshalb werden in diesem Kapitel andere Vorgehensweisen zur Abbildung
des Mortalitätsfaktors erläutert und neu entwickelt.
R. Lee und Carter (1992) benutzen für die Prognose des Mortalitätsfaktors einen
Random-walk Prozess mit Trend und haben in einem vorherigen Schritt Ausrei-
ßer eliminiert. In den vergangenen Jahren hat man versucht, diese Ausreißer nicht
mehr zu streichen, sondern diese mit entsprechenden Ansätzen zu integrieren. Eine
Methode ist dabei die Implementierung von Sprungprozessen, wie sie in Abschnitt
4.2 erläutert werden. Der Beweggrund für dieses Vorgehen ist der Versuch, extreme
Risiken1 der Sterberaten zu erfassen und diese von kleineren Änderungen zu unter-
scheiden. Die Eintrittswahrscheinlichkeiten der Risiken können allerdings sehr selten
genau bestimmt werden und vergangene Verluste liefern nur Teilinformationen über
die Verteilung der Risiken. Da die Standardwerkzeuge parametrischer Modelle in der
Regel eine gute Anpassung im Zentrum der Verteilung zulasten der Ränder liefern
(Diebold, Schuermann & Stroughair, 2000), wird hier ein neuer Weg eingeschlagen.
Die Sterberaten werden in Abschnitt 4.4 durch ein Mischmodell, bestehend aus ei-
ner Normalverteilung im Zentrum und der Extremwertverteilung an den Rändern,
abgebildet.
1 Die Risiken können entweder durch eine erhöhte Sterblichkeit oder durch Langlebigkeit be-
gründet sein.
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Die bisher beschriebenen Ansätze haben als Datengrundlage immer nur eine Po-
pulation. Im Kontext der steigenden Vernetzung der Wirtschaft und der Länder,
regional wie auch international, reicht die Analyse univariater Populationen bei der
Absicherung des Langlebigkeitsrisikos eines Unternehmens nicht mehr aus. Deshalb
wird in diesem Kapitel abschließend noch der simultane Mortalitätsfaktor für meh-
rere Populationen untersucht. Hierbei wird ein globaler Mortalitätsfaktor definiert,
der identisch ist für alle Populationen und somit den Gleichlauf der Sterberaten
erfasst. Dies hat den Vorteil, die Konvergenz der Sterberaten in den Populationen
abzubilden und eben auch gemischte Portfolios geeignet zu beschreiben. Eingelei-
tet wird das Kapitel mit einer kurzen Beschreibung extremer Ereignisse und deren
Anwendung im Finanzmarktbereich.
4.1. Extreme Ereignisse und deren Anwendung
Als Teil der fachlichen Kompetenz sind Versicherungen und ähnliche Institute aus
zahlreichen Gründen an extremen Ereignissen interessiert. Ihnen ist dabei eventuell
nicht bewusst, dass sie sich vordergründig mit der Extremwerttheorie beschäftigen,
da das Gros der Arbeit mit Zahlen implizit oder explizit die Normalverteilung unter-
stellt. Extremwerttheorie wird in der Praxis bei Versicherungen seit geraumer Zeit
verwendet. Beard (o. J.) und andere haben diesen Ansatz gewählt, um beispielswei-
se die größten Schadensforderungen bei Feuer zu ermitteln, um daraus die Prämien
von Rückversicherungen abzuleiten. Ereignisse, bei denen die Extremwerttheorie in
der Praxis genutzt wird oder genutzt werden kann, sind
• Naturkatastrophen, wie Stürme, Vulkanausbrüche2, Erdbeben oder Tsunamis,
• künstliche Katastrophen, wie Flugzeugabstürze oder Explosionen3
• finanzielle Ereignisse, wie der plötzliche Abfall eines Aktienmarktes oder der
Anstieg der Langlebigkeit (Sanders, 2005, S. 19ff).
Die Analyse von finanziellen Ereignissen erfolgt in diesem Kontext meist über die
Anwendung der Extremwerttheorie, da solche Geschehnisse als zufällig angenom-
men werden (Sanders, 2005, S. 24). Der Anstieg der Langlebigkeit wird maßgeblich
vom medizinischen Fortschritt und hierbei durch die medizinische Forschung selbst
vorangetrieben. Die Forschung und der technologische Fortschritt können nicht er-
zwungen, und damit als zufällige Ereignisse interpretiert werden. Dieser Gedanke
2 Wie der Ausbruch eines Vulkans im Eyjafjallajökull-Gletscher auf Island gezeigt hat, können
solche Ereignisse geografisch und finanziell weitreichende Folgen haben.
3 Der Untergang der Ölförderplattform Deepwater Horizont im Golf von Mexiko und die im-
mensen monetären Kosten der Entschädigungen sind hier ein Beispiel.
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wird im Abschnitt 4.4 wieder aufgegriffen und der Mortalitätsfaktor mittels der
Extremwerttheorie modelliert.
Die Bewertung und Analyse von extremen Ereignissen (und anderen großen Ver-
lusten) beinhalten im Kern drei Elemente:
• Identifizierung aller Ereignisse und die Spannweite möglicher Verluste,
• Schätzung der Eintrittswahrscheinlichkeiten und
• Bestimmung der Unsicherheit dieser Schätzungen.
Alle diese Elemente bringen Herausforderungen mit sich, vor allem auf Grund un-
vollständiger oder zu geringer Datenbasis. Es ist deshalb notwendig, eine Form von
Extrapolationen einzubauen oder Informationen von anderen Modellen oder Daten-
quellen hinzuzufügen, um Vollständigkeit zu simulieren.
Der Kapitalmarkt bietet bereits Anleihen für solche Ereignisse an. Der Markt für
die sogenannten Katastrophenanleihen ist vergleichsweise jung. Die erste Absiche-
rung von Katastrophenrisiken wurde im Jahr 1997 auf den Markt gebracht. Bis zum
Jahr 2002 hat sich das Marktvolumen auf gerade einmal eine Mrd. US-Dollar pro
Jahr entwickelt. Die Gefahren, die damit abgedeckt wurden, waren Erdbeben und
Stürme. Der Markt bestand nur aus sehr wenigen Teilnehmern und die Bewertung
der Finanzmarktinstrumente wurde über Cat (catastrophe)-Modelle abgewickelt.
Die Basisstruktur ist recht einfach. Wenn eine Katastrophe eine festgelegte Kos-
tensumme überschreitet, verliert der Anleihenhalter zuerst die Coupons und dann
sein investiertes Kapital. In den letzten Jahren wurde dieses Instrument interessan-
ter und auf andere Risiken übertragen (beispielhaft sei hier die Absage von großen
Veranstaltungen genannt) (Cummins & Weiss, 2009). Bei der Benutzung der Cat-
Modelle ist in den letzten Jahren aber auch Kritik aufgekommen, da diese Modelle
die Kosten unterschätzt haben. Insbesondere wird darauf verwiesen, dass die extre-
men Kosten, also die maximale Kostenspannbreite, als zu gering abgebildet wird
(Sanders, 2005, S. 27). Die Evaluation der Risiken, gerade bei der Kombination von
Cat-Modellen und Extremwerttheorie, ist ein wichtiger Prozess bei der Taxierung
einer Cat-Anleihe. Falls Techniken zur Bewertung herangezogen werden, die nicht
mit Extremwerttheorie zusammenhängen, läuft die Anleihe Gefahr, unterbewertet
zu sein. Dieser Punkt wird im Kapitel 5 näher untersucht.
Ausgehend von diesen Ausführungen werden die Sterberaten in den nächsten Ab-
schnitten 4.2 und 4.4 analysiert. Im ersten Abschnitt werden Komponenten inte-
griert, welche Sprünge in der Zeitreihe abbilden. Der zweite Abschnitt modelliert
den Mortalitätsfaktor über ein neu entwickeltes Mischmodell, bestehend aus einer
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Normalverteilung im Zentrum der Beobachtungen und einer Extremwertverteilung
an den Rändern.
4.2. Modelle mit Sprungeffekten
Der Zweck von mortalitätsbasierten Wertpapieren ist extreme Mortalitätsrisiken zu
hedgen. Zu diesem Zweck ist es erforderlich, solche negativen Folgen bei der Mo-
dellierung von mortalitätsbasierten Wertpapieren von Grund auf mit einzubeziehen
(S. H. Cox, Lin & Wang, 2006). Allerdings wird das Problem der Mortalitätssprün-
ge von den meistenWissenschaftlern ignoriert (Renshaw, Haberman & Hatzoupoulos,
1996; Sithole, Haberman & Verrall, 2000; Milevsky & Promislow, 2001; Dahl, 2004;
Olivieri & Pitacco, 2003; Cairns et al., 2006b; Denuit, Devolder & Goderniaux, 2007).
Obwohl einige von ihnen anerkennen, dass Katastrophen Mortalitätssprünge ver-
ursachen und sich daraus negative Folgen entwickeln, wurden solche Schocks nicht
explizit in ein Modell implementiert. Beispielsweise haben R. Lee und Carter (1992)
die Spanische Grippe im Jahr 1918 als ungewöhnliches Ereignis betrachtet und den
Einfluss dieser Beobachtung aus dem Modell entfernt. Li und Chan (2007) erachten
Epidemien ebenfalls als sich nicht wiederholende exogene Ereignisse und haben da-
her mittels Ausreißeranalyse und entsprechenden Anpassungen das wahre ausreißer-
freie Modell geschätzt. Gegenwärtig gibt es nur eine sehr kleine Anzahl an Artikeln,
die Mortalitätssprünge bei der Modellierung von mortalitätsbasierten Wertpapieren
berücksichtigen. Biffis (2005) verwendet in seinem zeitstetigen Ansatz affine-jump-
diffusion Prozesse für die Risikoanalyse und Bewertung von Lebensversicherungen.
Luciano und Vigna (2006) verweisen darauf, dass Sprungprozesse geeigneter sind
als reine Diffusionsprozesse bei stochastischen Mortalitätsmodellen. S. H. Cox et al.
(2006) gelangen zum gleichen Fazit, jedoch haben die Autoren keine altersspezifi-
schen Veränderungen der Sterberaten in ihrem Ansatz berücksichtigt. Im Gegensatz
zum Vorgehen von Lin und Cox (2008) wurde allerdings der Ansatz verfolgt, dass die
Sprungeffekte einen dauerhaften Einfluss auf den Verlauf der Mortalitätsraten aus-
üben. Brockett, Deng und MacMinn (2011) erweiterten diesen Modellrahmen und
bezogen Kohorteneffekte mit ein. Lin und Cox (2008) sind ebenfalls der Meinung,
dass Sprünge in den Sterberaten Beachtung finden müssen, da die Grundlage für
mortalitätsbasierte Wertpapiere im Hedgen von extremen Mortalitätsrisiken liegt.
Für ihre Ausführungen verwenden sie einen Ansatz mit kurzfristigen Einflussfakto-
ren. Chen und Cox (2009) haben in ihrem Forschungsbeitrag ein Modell mit vor-
übergehenden und permanenten Effekten analysiert. Aus ihrer Arbeit leiten sie ab,
dass vorübergehende Sprungeffekte geeigneter für mortalitätsbasierte Wertpapiere
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sind, da die meisten Mortalitätssprünge aus Katastrophenereignissen resultieren und
von daher kurzfristiger Natur sind. Allerdings legen sie auch dar, dass das Modell
mit dauerhaften Effekten für einen Langlebigkeitsmarkt einsetzbar wäre, aufgrund
der langfristigen Wirkung der Effekte auf zukünftige Sterberaten. Das Konzept von
vorübergehenden und permanenten Effekten haben S. H. Cox et al. (2010) weiter-
geführt und in ein Modell implementiert. Ihr stochastisches Modell erfasst zudem
den ungleichmäßigen Effekt von Mortalitätssprüngen für die verschiedenen Alter-
sklassen. Hinführend zur Modellierung von Sterberaten mittels Extremwerttheorie
werden in den beiden folgenden Abschnitten kurz Sprungprozesse im Zusammen-
hang mit Mortalitätsmodellen erörtert. Dieser Ansatz bietet eine Möglichkeit, selte-
ne Ereignisse, welche die Sterberaten erheblich dauerhaft und / oder vorübergehend
beeinflussen, in den Modellrahmen zu integrieren. Nachfolgend sollen die Modelle
von Lin und Cox (2008) und Chen und Cox (2009) diskutiert und für die Daten von
Deutschland analysiert werden.
4.2.1. Brownsche Bewegung und Markov-Kette
Der Ansatz von Lin und Cox (2008) kombiniert eine Brownsche Bewegung und eine
diskrete Markov-Kette mit einer log-normalverteilten Sprungvariable. Der Sprung-
prozess wird dabei mit den Parametern m und s abgebildet. Die meisten Morta-
litätssprünge, wie bspw. die Spanische Grippe 1918 oder das Erdbeben mit dem
Tsunami 2004, sind einmalige Geschehnisse, die sich auf die Todesanzahl auswirken.
Katastrophen erhöhen somit die Sterberaten der gesamten Bevölkerung in einem
spezifischen Jahr. Lin und Cox (2008) unterstellen daher, dass die Mortalitätskur-
ve sich ein Jahr nach dem Schock unabhängig vom diesem weiterentwickelt. Dies
wird im folgenden Modell so auch implementiert. Die diskrete Markov-Kette zählt
die Anzahl der Ereignisse Nt während eines Jahres t=0,1,2,... mit N0 = 0 und den
Übergängen
Nt+1 =
{
Nt + 1, mit Wahrscheinlichkeit p
Nt, mit Wahrscheinlichkeit 1− p.
Die Veränderung des Mortalitätsindex κt zum Zeitpunkt t wird als Brownsche Be-
wegung κ˜t aufgefasst, wenn kein Ereignis vorliegt und wie folgt beschrieben:
dκ˜t
κ˜t
= µdt+ σdWt.
Die Variable µ gibt die erwartete Veränderung des Mortalitätsfaktors an und σ die
entsprechende Schwankung unter der Bedingung, dass kein Ereignis eintritt. Wt ist
eine Standard-Brownsche Bewegung mit Mittelwert 0 und Varianz t. Die äquivalente
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explizite Schreibweise des Mortalitätsfaktors unter der Annahme keiner Ereignisse
in (t− h, t), lautet,
κ˜t = κ˜t−h · exp(µ− σ2/2)h+ σ(Wt −Wt−h).
Die prozentuale Änderung der Sterberaten aufgrund eines zufälligen Sprunges wird
mit Υ − 1 notiert. Für die Verteilung der Markov-Kette und des Sprungeffektes
Υ wird Unabhängigkeit unterstellt (und damit auch Unabhängigkeit von W ). Ein
Sprungereignis während der Periode [t−h, t] tritt mit einer Wahrscheinlichkeit p auf.
Falls ein solches Ereignis stattfindet, wirkt ein Schock Υt auf den Mortalitätsfaktor κ˜t
ein. Der Mortalitätsfaktor mit einem Schock wird als κt = κ˜tΥt für t = 0, h, 2h, 3h, ...
notiert. Aus Gründen der Vereinfachung und da nur jährliche Daten vorliegen, wird
h = 1 gewählt.
Tritt in der Periode [t − h, t] kein Schock ein, ist Υt = 1 und κt = κ˜t. Falls ein
Ereignis eintritt, wird unterstellt, dass das Ausmaß des Schocks Υt log-normalverteilt
mit den Parametern m und s ist, also
Υt = exp(m+ sUt)
wobei Ut eine standardnormalverteilte Variable ist. Zusammenfassend lässt sich der
Mortalitätsfaktor wie folgt ausdrücken:
κt =
{
κ˜tΥt, mit Wahrscheinlichkeit p
κ˜t, mit Wahrscheinlichkeit 1− p (4.1)
für t = h, 2h, 3h, ..., κ˜t = κ˜0 · exp(µ− σ2/2)t + σWt und Υ1,Υ2, ... entweder 1 (mit
Wahrscheinlichkeit 1−p) oder einer unabhängigen log-normalverteilten Variable mit
den Parametern m und s.
Der Mortalitätsfaktor κt, welcher unabhängig von früheren Schocks ist, wird als
stetig in der Zeit mit endlichen Sprüngen modelliert. Die Sprünge können dabei
unterschiedliche Vorzeichen und Ausmaße aufweisen und treten zu diskreten Zeit-
punkten auf. Ft beschreibt die Ereignisse, die durch den Prozess Ws, Ns und Υt für
s ≤ t bestimmt werden. In Verbindung mit Gleichung 4.1 kann der Mortalitätsfaktor
am Ende der Periode [t− h, t] zu folgendem Term zusammengefasst werden:
κt+h|Ft = κ˜t exp
[(
µ− 1
2
σ2
)
h+ σ(Wt+h −Wt)
]
Υt+h. (4.2)
Erkennbar wird hierbei, dass ein Schock während der Periode [t−h, t] keinen Einfluss
auf die Periode [t, t+h] hat. Der Term σ(Wt+h−Wt) gibt den stetigen unerwarteten
„normalen“ Teil der Mortalitätsänderung wieder und Υ − 1 den prozentualen Teil
eines „abnormalen“ Mortalitätsschocks mit der Wahrscheinlichkeit p. Die detaillierte
Herleitung der ML-Funktion wird im Anhang B gegeben.
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Modell mit einjährigen Schocks: ln(L)=-69,79
Parameter Schätzwert Parameter Schätzwert
µ -0,2933 (0,1317)∗ σ 0,6158 (0,1160)∗∗∗
m 1,8257 (0,4506)∗∗∗ s 0,1368 (1,0170)
p 0,0917 (0,0629)
Standardfehler in Klammern, P-Wert: *** <0,001 ** <0,01 * <0,05
Tabelle 4.1.: Parameterschätzungen für das Modell mit einjährigen Sprungeffekten
für Deutschland
Wie eingangs beschrieben, soll das Modell von Lin und Cox (2008) nur kurz vor-
gestellt werden, da es aufgrund der einjährigen Modellierung der Schocks keine große
Relevanz für den Ansatz der Langlebigkeit hat4. Zum Vergleich mit dem im nächs-
ten Abschnitt präsentierten Modell sollen dennoch die Parameter für den Daten-
satz von Deutschland geschätzt werden. Wie oben beschrieben, werden dafür direkt
Werte des Mortalitätsfaktors κt benötigt. Im Gegensatz zur Arbeit von Lin und Cox
(2008) wurden die Mortalitätsfaktoren nicht auf Grundlage des Lee-Carter Modells
bestimmt. Im Kapitel 3 wurde ausführlich gezeigt, dass bei der Modellierung von
Sterberaten der Kohorteneffekt eine bedeutende Rolle spielt. Daher wurde das Mo-
dell von Renshaw und Haberman (2006) zur Ermittlung der Werte von κt herange-
zogen5. Über die im Anhang angegebene ML-Funktion wurden die Parameter µ, σ,
m, s und p bestimmt. Die Tabelle 4.1 gibt neben den Parameterschätzungen auch
den Wert der Likelihood-Funktion und die Standardfehler der Parameter an. Die
erwartete Veränderung des Mortalitätsfaktors µ beträgt -0,2933. Das negative Vor-
zeichen unterstellt eine kontinuierlich sinkende Sterberate, die zu einer Erhöhung
des Lebensalters führt. Die Schwankung dieser Verbesserung ohne Sprungereignis σ
beträgt 0,6158 und ist signifikant. Ein Vergleich der Signifikanzen mit der Arbeit von
Lin und Cox (2008) ist nicht möglich, da diese nicht in ihrer Arbeit angegeben sind.
Der Mittelwert des Sprungprozesses ist positiv und indiziert somit einen Anstieg der
Sterberaten bei einem Sprung. Im Gegensatz zur Streuung des Sprungprozesses ist
der Koeffizient m signifikant. Die Wahrscheinlichkeit eines Sprunges in einem Jahr
wird bei diesem Ansatz mit rund neun Prozent geschätzt.
Aufgrund der nur einjährigen Sprungeffekte sollen die Ergebnisse hier nicht wei-
ter analysiert werden. Im nächsten Abschnitt werden die Schocks im Modell allge-
meiner formuliert und zwischen vorübergehenden und dauerhaften Sprungeffekten
unterschieden. Beim Konzept der Langlebigkeitsmodellierung ist insbesondere der
4 Langlebigkeit impliziert einen dauerhaften Schock in den Sterberaten, der diese systematisch
über einen sehr langen Zeitraum verändert.
5 Die Parameterschätzungen auf Grundlage des Lee-Carter Modells liefern keinerlei signifikante
Koeffizienten und sind den Ergebnissen von Lin und Cox (2008) sehr ähnlich.
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Ansatz über dauerhafte Schocks wichtig.
4.2.2. Dauerhafte und temporäre Sprungeffekte
Chen und Cox (2009) greifen auf das von S. H. Cox et al. (2006) entwickelte Modell
zurück und passen dieses an einen zeitdiskreten Rahmen mit einmal dauerhaften
und einmal vorübergehenden Sprungeffekten an. S. H. Cox et al. (2006) kombinie-
ren eine geometrische Brownsche Bewegung mit einem Compound Poisson-Prozess,
um die Mortalitätsraten mit permanenten Sprungeffekten abzubilden. Eine Model-
lierung mit dauerhaften Sprungeffekten bedeutet, dass ein Ereignis zu einem belie-
bigen Zeitpunkt die Mortalitätsraten für einen sehr langen Zeitraum verändert. Dies
geht in der Regel mit einer Senkung der Mortalitätsraten einher und trägt damit
zur Langlebigkeit bei. Beispielsweise kann durch die Heilung von Krebs ab einem
bestimmten Zeitpunkt dauerhaft eine Senkung der Sterberaten realisiert werden,
weil das neue medizinische Verfahren dann breite Anwendung in der Bevölkerung
findet. Vorübergehende und damit kurzfristige Sprungeffekte treten vor allem im Zu-
sammenhang mit der Erhöhung der Mortalitätsraten auf, da bspw. Epidemien oder
Naturkatastrophen (Erdbeben, Tsunami, etc.) über einen kurzen Zeitraum (ein, zwei
Perioden) eine erhöhte Sterbeanzahl verursachen und sich dann wieder schnell dem
natürlichen Gleichgewicht nähern.
Im Folgenden ist Nt die Anzahl von auftretenden Sprüngen im Jahr t. Aus Grün-
den der Vereinfachung wird unterstellt, dass höchstens ein Sprungereignis in einem
Jahr auftritt und dies mit der Wahrscheinlichkeit p6. Das führt dann zu
N =
{
1, mit Wahrscheinlichkeit p
0, mit Wahrscheinlichkeit 1− p.
Für die Variable Υ wird unterstellt, dass diese unabhängig, identisch normalver-
teilt mit Mittelwert m und der Standardabweichung s ist und zudem unabhän-
gig von der Variable der Sprunghäufigkeit N . In Anlehnung an die Forschung von
S. H. Cox et al. (2006) kann ein Modell mit permanenten Sprungeffekten für den
Verlauf des Mortalitätsfaktors κt, wie folgt beschrieben werden:
κt+1 =
{
κt + µ− pm+ σZt+1, falls Nt+1 = 0
κt + µ− pm+ σZt+1 +Υt+1, falls Nt+1 = 1 , (4.3)
mit µ und σ als Konstanten und Zt als standardnormalverteilte Zufallsvariable,
welche unabhängig von Υ und N ist.
6 Ganz allgemein hätte hier auch eine poissonverteilte Zufallsvariable für die Häufigkeit der
Sprünge N verwendet werden können. Dies bringt im Fall von jährlichen Mortalitätsraten
keinerlei neue Erkenntnisse und würde zudem nur die mathematischen Erläuterungen er-
schweren.
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Gleichung 4.3 verdeutlicht gut, dass das Ausmaß eines Sprunges Υt+1 mit in den
Mortalitätsfaktor κt+1 einfließt, falls ein Sprung im Jahr t + 1 auftritt. Allerdings
sind die meisten negativen Mortalitätssprünge, wie die Spanische Grippe, Erdbeben
oder Tsunami, durch kurzlebige Katastrophenereignisse verursacht, und haben daher
lediglich einen vorübergehenden Effekt auf die Sterberaten. In diesem Zusammen-
hang beobachtet man häufig, dass Sterberaten nach oben schnellen beim Eintreten
solcher Ereignisse und anschließend zum normalen Niveau zurückkehren. Deshalb
betrachten Chen und Cox (2009) ein Modell mit dauerhaften Effekten als ungeeig-
net bei der Modellierung von negativen Mortalitätsrisiken. Die Autoren haben daher
ein eigenes Modell für Sterberaten mit kurzfristigen Effekten aufgestellt.
Der Mortalitätsfaktor ohne Sprungereignis κ˜t wird im Folgenden als Random-walk
mit Trend der Form
κ˜t+1 = κ˜t + µ+ σZt+1
aufgefasst. Falls in einem Jahr t+1 ein Sprung Υt+1 auftritt, alsoNt+1 = 1, verändert
dieser den Mortalitätsfaktor von κ˜t+1 zu κ˜t+1 +Υt+1, sprich
κt+1 = κ˜t+1 +Υt+1. (4.4)
Falls im Jahr t + 1 kein Sprung vorliegt, also Nt+1 = 0, resultiert daraus, wie oben
geschrieben
κt+1 = κ˜t+1. (4.5)
Die beiden Gleichungen 4.4 und 4.5 können kombiniert und in folgender Form zu-
sammengeschrieben werden:
κt+1 = κ˜t+1 +Υt+1Nt+1.
Hiermit kann nun die Entwicklung des Mortalitätsfaktors κt vollständig beschrieben
werden. {
κ˜t+1 = κ˜t + µ+ σZt+1
κt+1 = κ˜t+1 +Υt+1Nt+1
Mittels einfacher Algebra werden die beiden Gleichungen noch zu
κt+1 = κt + µ+ σZt+1 +Υt+1Nt+1 −ΥtNt
zusammengeführt.
Die Variable zt sei nun die Differenz zweier Mortalitätsfaktoren, also zt = κt+1 −
κt. Falls eine Zeitreihe von K Beobachtungen für κt vorliegt, ergeben sich K − 1
Beobachtungen für zt. zt und zt+1 lassen sich durch folgende Gleichungen ausdrücken:
zt = µ+ σZt+1 +Υt+1Nt+1 −ΥtNt, (4.6)
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zt+1 = µ+ σZt+2 +Υt+2Nt+2 −Υt+1Nt+1. (4.7)
Falls der Fall Nt+1 = 0 vorliegt, ist zt unabhängig von zt+1. Wenn dagegen Nt+1 = 1
vorliegt, ist zt wegen Υt+1Nt+1 mit zt+1 korreliert. Dies muss bei der Ermittlung der
Parameter berücksichtigt werden. Da die Werte der z-Zeitreihe nicht unabhängig
sind, wird auf die Methode der bedingten ML-Schätzung zurückgegriffen7.
Einen alternativen Ansatz, der sowohl vorübergehende als auch dauerhafte Sprung-
effekte in einem Modell vereint, präsentieren S. H. Cox et al. (2010). Darüber hinaus
werden die einzelnen Sprungeffekte auf die Altersklassen unterschiedlich gewichtet.
Ebenfalls ausgehend vom Lee-Carter Modell integrieren sie die zwei Arten von Mor-
talitätssprüngen tGx (permanenter Sprungeffekt) und tHx (temporärer Sprungef-
fekt) in das Grundmodell.
tmx = tm
LC
x × exp(−tGx + tHx),
mit den Sterberaten tmLCx aus dem Lee-Carter Modell. Der Prozess der unerwarte-
ten Sterberatenverbesserungen tGx besteht aus der Sprungkomponente tKx und der
Trendkomponente tDx. Die beiden Komponenten sollen hier additiv verknüpft sein.
Die Sprungkomponente ist definiert als:
tKx =
∞∑
s=1
ysAs(x)1{t≥ηs},
mit ηs dem Zeitpunkt beim Sprungereignis s. Die positive Variable ys ist die ma-
ximale Verbesserung der Sterberaten beim Sprungereignis s über alle Altersklassen
hinweg. Der Effekt von ys wird mittels der Funktion As(x), 0 ≤ As(x) ≤ 1 auf
die jeweiligen Altersstufen transferiert. Falls As(x) = 0, hat der medizinische Fort-
schritt keinen Einfluss auf die Altersstufe x und wenn As(x) = 1, entfaltet sich der
Fortschritt vollständig. Die Funktion As(x) ermöglicht dann, dass sich sprunghafte
Verbesserungen unterschiedlich auf die Altersstufen verteilen. S. H. Cox et al. (2010)
verweisen auf die Untersuchung von Cutler und Richardson (1998), die nachweisen
konnten, dass die Verbesserung der Sterberaten im hohen Alter in den 1970ern
größer war als die von jüngeren Personen aufgrund der Verringerung von Herz-
Kreislauf-Todesfällen. Da diese Krankheit häufiger bei älteren Individuen auftritt,
ist die Erhöhung der Lebensspanne hier am stärksten ausgeprägt. Allerdings ma-
chen S. H. Cox et al. (2010) keine Angaben über den genauen Verlauf der Funktion
7 Wie in Abschnitt 4.2.1 beschrieben, kombinieren Lin und Cox (2008) eine geometrische
Brownsche Bewegung mit einer Markov-Kette, um die vorübergehenden Sprungeffekte zu
erfassen. Die Autoren unterstellen, dass die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer Katastro-
phe mit Auswirkungen für die Sterberaten sehr klein und daher die Korrelation in den Daten
vernachlässigbar ist. Deshalb wird in deren Ansatz Unabhängigkeit als Annäherung verwendet
und die Korrelation in den Daten nicht weiter berücksichtigt.
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As(x), da hierfür keine Datensätze oder Studien vorliegen. Wenn man annimmt,
dass in jungen Jahren und im hohen Alter nur kleine Mortalitätsverbesserungen
stattfinden, wäre die linke Grafik in Abbildung 4.1 eine mögliche Realisation.
x
A(x)
x
B(x)
Abbildung 4.1.: Beispielhafter Verlauf vom medizinischen Fortschritt (links) und ei-
ner Pandemie (rechts) für unterschiedliche Altersklassen
Die Trendkomponente tDx beim Mortalitätsprozess wird mittels
tDx =
∞∑
i=1
ςi(t− υi)Fi(x) exp(−ξi(t− υi))1{t≥υi}
beschrieben. υi ist der Zeitpunkt eines trendverändernden Ereignisses i. Die pro-
zentuale Veränderung von tmx ist der logarithmierte tmx-Quotient, ln( t+1
mx
tmx
). Bei
Eintreten eines trendverändernden Ereignisses wird die Differenz zwischen der pro-
zentualen Veränderung der Trendperiode und der durchschnittlichen Veränderung
aller Beobachtungen ermittelt. ςi ist dann der maximale Wert der Veränderung der
Sterberaten, gegeben ςi > 0. Wie As(x) verteilt die Funktion Fi(x), 0 ≤ Fi(x) ≤ 1,
den Effekt auf die Altersstufen. Der Parameter ξi > 0 spezifiziert, wie lange das
trendverändernde Ereignis i Wirkung hat. Wie bereits bei der Funktion As(x) gibt
es auch hier keine Angaben über den genauen Verlauf von Fi(x).
Neben den Prozessen für die Langlebigkeit wurde ein weiterer für die temporä-
ren Effekte implementiert. Der vorübergehende Mortalitätssprung tHx ist wie folgt
definiert:
tHx =
∞∑
j=1
bjBj(x) exp(−φj(t− τj))1{t≥τj}.
Wie zuvor ist τj der Zeitpunkt des Mortalitätsereignisses j und bj repräsentieren
die Stärke des Ereignisses, welche durch einen Poisson-Prozess abgebildet werden
kann. Die Funktion Bj(x), 0 ≤ Bj(x) ≤ 1 variiert den Einfluss des Sprunges über
die Altersklassen. Bj(x) kann, wie die anderen Funktionen As(x) und Fi(x), für die
jeweiligen Ereignisse schwanken oder als deterministisch für alle Ereignisse ange-
nommen werden. Die rechte Grafik in Abbildung 4.1 wäre eine mögliche Realisation
für eine Pandemie, bei denen vor allem Menschen unterhalb einer Altersstufe betrof-
fen wären. exp(−φj(t − τj)) ist eine nicht-negative deterministische Funktion, mit
φj > 0. Je größer φj ist, umso schneller verschwindet der Sprungeffekt bj. Im Allge-
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Parameter Schätzwert Parameter Schätzwert
Modell ohne Sprünge: ln(L)=-72,10
µ -0,4927 (0,1342)∗∗∗ σ 0,9682 (0,0949)∗∗∗
Modell mit dauerhaften Sprungeffekten: ln(L)=-71,86
µ -0,4927 (0,1342)∗∗∗ σ 0,8867 (0,1277)∗∗∗
m 1,9358 (1,1792)∗ s 0,0001 (1,3611)
p 0,0420 (0,0738) LR-Test 0,478
Modell mit vorübergehenden Sprungeffekten: ln(L)=-65,85
µ -0,5939 (0,0963)∗∗∗ σ 0,3821 (0,1274)∗∗
m 0,4335 (0,4475) s 0,7812 (0,2184)∗∗∗
p 0,4348 (0,1453)∗∗ LR-Test 12,49∗∗∗
Standardfehler in Klammern, P-Wert: *** <0,001 ** <0,01 * <0,05
Tabelle 4.2.: Parameterschätzungen für Modelle mit dauerhaften und vorübergehen-
den Sprungeffekten
meinen ist φj deutlich größer als ξi, da Katastrophen nur einen kurzen temporären
Effekt auf die Sterberaten ausüben.
Das vorgeschlagene Modell hat den Vorteil beide Effekte in einem Ansatz zu
kombinieren und darüber hinaus die einzelnen Mortalitätsereignisse unterschiedlich
auf die Altersstufen zu gewichten. Dieses Vorgehen ist sehr flexibel und sicherlich
sehr gut geeignet für die Bewertung von mortalitätsbasierten Wertpapieren wegen
der Unterschiede in den Altersklassen. Allerdings liegen für diese Modellart zu wenige
Beobachtungen vor (eine pro Jahr8), um die notwendigen Parameter vernünftig zu
ermitteln. Gleichfalls ist es schwierig die einzelnen Ausprägungen der Effekte ys, ςi
und bj zu bestimmen, die für jedes Ereignis variieren. Daher wird dieser Ansatz nicht
weiterverfolgt.
An dieser Stelle soll das Modell von Chen und Cox (2009) empirisch analysiert
werden. Wie bereits in den vorherigen Abschnitten geschehen, wird das Modell auf
die Sterberaten in Deutschland angewendet. Der Beobachtungsumfang reicht vom
Jahr 1956 bis 2008 und die Altersgruppen von 60 bis 99 Jahre. Für die Berechnungen
benötigt man noch ein Modell, welches einem die benötigten Werte für κt ermittelt.
Chen und Cox (2009) verwenden dafür das klassische Modell von R. Lee und Carter
(1992). Hier wird wieder das Modell von Renshaw und Haberman (2006) benutzt.
Die Ergebnisse für die Modelle mit dauerhaften und vorübergehenden Effekten sind
8 Alternativ könnte man versuchen die Funktionen As(x), Fi(x) und Bj(x) aus den Beobach-
tungen verschiedener homogener Länder zu schätzen.
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in Tabelle 4.2 gegeben. Zum besseren Vergleich wurde neben den Modellen mit
dauerhaften und vorübergehenden Sprungeffekten auch das Modell ohne Sprünge
implementiert und die Parameter geschätzt. Der obere Teil von Tabelle 4.2 gibt die
Parameterschätzung für eben das Modell ohne Sprungeffekte wieder. Die erwartete
Veränderung des Mortalitätsfaktors µ beträgt hier -0,4927 und impliziert, dass der
Mortalitätsfaktor κt sinkt. Das negative Vorzeichen von µ steht im Einklang mit der
allgemeinen jährlichen Mortalitätsverbesserung in Deutschland. Im Gegensatz zur
Arbeit von Chen und Cox (2009) sind bei den Parametern auch die Standardfehler
in Klammern mit angegeben, um die Signifikanz der einzelnen Koeffizienten zu über-
prüfen9. Beim Modell ohne Sprünge sind beide Parameter mit einer Irrtumswahr-
scheinlichkeit von einem Prozent signifikant. Im Vergleich zu den Ergebnissen aus
der Studie von Chen und Cox (2009) (µ=-0,2172 und σ=0,6043) sind der Mittelwert
und die Standardabweichung betragsmäßig größer. Für den Wert von µ impliziert
es, dass es eine stärkere Verbesserung der Mortalitätsraten in Deutschland gibt als
in den USA.
Der zweite Teil der Tabelle 4.2 gibt die Ergebnisse für ein Modell mit dauerhaften
Sprungeffekten wieder und stellt den wichtigsten Teil dar. Der Mittelwert µ ist
ebenfalls negativ und nahezu identisch. Die Standardabweichung σ ist gesunken,
da mehr Variablen im Modell enthalten sind, die die Streuung modellieren. Die in
diesem Modell interessanteste Größe ist p, die Wahrscheinlichkeit für einen Sprung
in einem Jahr t, die bei p=0,042 liegt. Der Parameter weist jedoch keine Signifikanz
zu einer akzeptablen Irrtumswahrscheinlichkeit auf. Der Koeffizient s ist ebenfalls
nicht signifikant. Der Vollständigkeit halber wurde ein LR-Test durchgeführt, ob
die Integration weiterer Parameter ins Modell sinnvoll ist. Die Teststatistik (LR-
Test=0,478) liegt weit unterhalb eines kritischen Wertes der entsprechenden χ2-
Verteilung10. Ein Vergleich mit der Studie von Chen und Cox (2009) kann wieder nur
in Teilen vorgenommen werden, da keine Standardfehler angegeben wurden. Auffällig
ist, dass die Werte für die Koeffizienten m und s stark voneinander abweichen und
sogar gegensätzliche Vorzeichen aufweisen. Bei Chen und Cox (2009) beträgt der
Parameter m=-0,3062 und s=2,3133. Nimmt man den Parameter s aus dem Modell
heraus, ergeben sich ähnliche Ergebnisse bzgl. der Parameter und dem Wert der
9 Für die Berechnung der Parameter und Standardfehler wurde das iterative Verfahren von
Newton-Raphson für die Likelihood-Funktion angewendet. Bei der Ermittlung der Parameter
bei den beiden Modellen mit Sprungeffekten konnte nicht die Newton-Raphsonsche Methode
angewandt werden, da in beiden Fällen die Nebenbedingung p > 0 mit in der Schätzung
berücksichtigt werden musste. Hierfür wurde der Simplex-Algorithmus nach Nelder und Mead
genutzt.
10 Der kritische Wert der zugehörigen χ2-Verteilung liegt für eine Irrtumswahrscheinlichkeit von
1 Prozent bei 11,34; für 5 Prozent bei 7,81 und für 10 Prozent bei 6,25.
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Likelihood-Funktion.
Der untere Teil der Tabelle 4.2 zeigt die Ergebnisse für das Modell mit vorüber-
gehenden Sprungeffekten. Die Ergebnisse weichen teilweise stark vom Modell mit
dauerhaften Effekten ab. Die betragsmäßige Veränderung der Mortalität ist gestie-
gen und liegt bei µ=-0,5939. Die Standardabweichung s bei Sprungeffekten ist in
diesem Modell signifikant, weshalb die Standardabweichung σ im Vergleich mit dem
Modell mit dauerhaften Effekten niedriger ausfällt. Überraschend ist der hohe Wert
für die Sprungwahrscheinlichkeit p mit 0,4348, der auch signifikant ist. Dies deu-
tet daraufhin, dass es eine Vielzahl an Ereignissen gibt, welche die Veränderung
der Sterberaten kurzfristig von dem langfristigen Mittelwert abweichen lässt. Die-
ser Fakt ist extrem wichtig für Institutionen, die sich mittels Katastrophenanleihen
gegen ihre Risiken absichern möchten.
Zusammenfassend erkennt man, dass die Sprünge einen erheblichen Einfluss auf
die Schätzungen ausüben und diese sich bei der Modellierung des Mortalitätsfak-
tors κt widerspiegeln muss. Allerdings ist die Art der Modellierung in diesem Zu-
sammenhang fragwürdig. Der Zweck, weshalb man Sprungprozesse in ein Mortali-
tätsmodell integriert, ist, um die extremen Mortalitätsrisiken (sei es Langlebigkeit
oder kurzfristig hohe Sterberaten) zu erfassen und diese von den kleinen zufälli-
gen Schwankungen zu trennen. Eine Modellierung dieser beiden Einflüsse in einem
Ansatz ist daher nicht angebracht. Diese eher traditionelle Modellierungsmethode
ist ungeeignet für extreme Ereignisse, da der klassische Ansatz zwar eine gute An-
passung im Zentrum der Daten liefert, jedoch zulasten einer geringen Anpassung
an den Rändern (Diebold et al., 2000). Die Extremwerttheorie (EVT für Extreme
Value Theory) kann hier weiter helfen, da diese zuverlässige Schätzungen für extre-
me Wahrscheinlichkeiten liefert. Der Hauptgedanke dieses Ansatzes besteht darin,
„extreme Wahrscheinlichkeiten durch Anpassung eines Modells an die empirische
Überlebensfunktion zu schätzen, bei dem nur der Datensatz der extremen und nicht
aller Beobachtungen benutzt wird, also eine Anpassung an die Ränder“ (Sanders,
2005). Dieser Ansatz und seine Verwendung für Mortalitätsmodelle werden in den
folgenden Abschnitten detailliert erörtert.
4.3. Mortalitätsraten und Extremwerttheorie
Bisher wurden die Eigenschaften von Zufallsvariablen betrachtet, die das Zentrum
der Dichteverteilung beschreiben, also im Wesentlichen mit Erwartungswert und Va-
rianz, evtl. auch Schiefe oder Kurtosis. Ein weiteres Feld in der Ökonomie ist die
Untersuchung von extremen Ereignissen. Solche Ereignisse treten sehr selten auf,
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sind jedoch mit hohem wirtschaftlichem Schaden verbunden und damit wichtig für
die Risikoabschätzungen. Ein Schaden, den ein extremes Ereignis verursacht, ist
nicht nur von seiner Stärke abhängig, sondern auch vom Ort und Zeitpunkt seines
Auftretens. Ein Naturereignis, welches in einer kaum besiedelten Region eintritt,
wird unter Umständen gar nicht als extremes Ereignis wahrgenommen, während ein
Erdbeben in Japan schwere Schäden bzw. erhöhte Sterberaten verursachen kann.
Der Ort, den eine Naturkatastrophe erreicht, kann sich auch durch einen hohen
(niedrigen) Grad an Versicherungsleistungen auszeichnen. Es werden als extreme
Ereignisse hier solche Ereignisse bezeichnet, die selten auftreten und damit in den
Ausläufern der Dichtefunktion der Zufallsvariable liegen. Die bisherigen Ansätze be-
schreiben das Verhalten der Zufallsvariable ausgehend von Ihrem Erwartungswert,
Mittelwert, Standardabweichung, Schiefe, Kurtosis, ect. Ihre Ausläufer repräsentie-
ren das Verhalten der Extremwerte jedoch relativ schlecht.
Modelle für extreme Ereignisse hängen stark von der Parametrisierung ab. Diese
Parameter werden aus den Beobachtungen gezogen. Falls allerdings keine extremen
Ereignisse in der Beobachtungsperiode vorliegen, ist die Modellierung und infol-
gedessen die Vorhersage sehr schwierig. Im Unterschied zur normalen statistischen
Analyse, bei der Ausreißer entfernt bzw. ignoriert werden, sind diese extremen Ereig-
nisse genau das, was die Prozesse antreibt. Tatsächlich sind es die normalen Daten,
die bei der klassischen EVT ignoriert werden, damit die Parameter der extremen
Verteilung nicht fehlerhaft geschätzt werden. Die Vorhersage solcher Ereignisse ist
noch etwas schwieriger, zumal häufig die Beobachtungsperiode zu kurz ist. Wie
kann eine Jahrhundertflut vorhergesagt werden bei weniger als 50 Jahren Beobach-
tungsdauer? Reine statistische Modelle bringen Nachteile in dieser Hinsicht und das
alleinige Vertrauen auf diese Modelle kann fehlerhafte Rückschlüsse mit sich brin-
gen. Idealerweise, schreibt Sanders (2005), benötigt jedes Modell eine Kombination
aus statistischen und physischen Betrachtungen.
Bei der Statistik extremer Ereignisse kann man sich ein Theorem zunutze machen,
welches, ähnlich wie beim Grenzwertsatz der Statistik, asymptotisch für große Stich-
proben, das statistische Verhalten der extremen Ereignisse beschreibt. Allerdings
wird die Existenz dieser asymptotischen Verteilungen für Extreme oft ignoriert. Da
Extreme per Definition selten auftreten, ist die statistische Behandlung aufgrund der
kleinen Stichprobe mit großen Fehlern behaftet. Es gibt zwei Möglichkeiten, ein ex-
tremes Ereignis zu definieren (Coles, 2001). Man nimmt eine univariate, unabhängig
und identisch verteilte ZV an. Nun kann man
a) ein extremes Ereignis als das Maximum einer Stichprobe einer bestimmten
Länge definieren, oder
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b) als ein Ereignis, welches einen gewissen Schwellwert („threshold“) überschrei-
tet.
Bei der Definition a) werden die so definierten extremen Ereignisse über die Ge-
neralisierte Extremwertverteilung (GEV für generalized extreme value distribution)
beschrieben, bei b) folgen sie der Generalisierten Paretoverteilung (GPD für ge-
neralized Pareto distribution). Im Folgenden werden kurz diese zwei Ansätze der
Statistik extremer Ereignisse erörtert. Einen guten und ausführlichen Einstieg in
die Extremwertanalyse bieten die Bücher von Embrechts, Kluppelberg und Mikosch
(1997), Coles (2001) und Reiss und Thomas (2007).
Die Generalisierte Extremwertverteilung Der hier beschriebene Ansatz der Ex-
tremwertstatistik beruht auf dem 1928 veröffentlichten Fisher-Tippett-Theo-
rem. Sie zeigten, dass nur drei Klassen von Grenzverteilungen für Extreme in
großen Zufallsstichproben existieren, die Fréchet-, Gumbel- und Weibullver-
teilung. Diese drei Verteilungen wurden später zu der Generalisierten Extrem-
wertverteilung zusammengefasst.
Es liegen nun n unabhängige ZV X1, . . . , Xn mit der gleichen unbeschränkten
Verteilungsfunktion F (x) = P (Xi ≤ x) vor. In diesem Teil der Extremwert-
statistik ist das Maximum einer solchen Stichprobe Mn = max(x1, . . . xn) von
Interesse. Die Verteilungsfunktion für das Maximum Mn ist durch F n(x), we-
gen
P (Mn ≤ x) = P (X1 ≤ x, . . . , Xn ≤ x)
= P (X1 ≤ x) · . . . · P (Xn ≤ x)
= F n(x)
gegeben. Gleiches gilt für das Minimum einer Stichprobe, in dem X1, . . . , Xn
durch −X1, . . . ,−Xn ersetzt werden. Lässt man n gegen unendlich laufen,
dann geht die Wahrscheinlichkeit, dass das Maximum unter einen bestimmten
Wert x fällt, gegen 0 und Mn gegen unendlich. Damit ist die Grenzverteilung
für n→∞ ungeeignet, Informationen über das Verhalten von Maxima großer
Stichproben zu geben. Fisher und Tippett (1928) zeigten jedoch, dass die Folge
der Mn mit einer Folge an und bn normiert werden kann, sodass F n(anx+ bn)
gegen eine VerteilungsfunktionH(x) konvergiert. Das Fisher-Tippett-Theorem
besagt somit, dass die Verteilungsfunktion für das normierte Maximum Mˆn =
Mn−bn
an
gegen eine bestimmte Verteilung strebt.
P
(
Mn − bn
an
≤ x
)
= P (Mn ≤ anx+ bn)
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= F n(anx+ bn)
lim
n→∞
F n(anx+ bn) = H(x)
In diesem Fall existieren genau drei Klassen von Grenzverteilungen, die zur
Generalisierten Extremwertverteilung kombiniert werden
H(x) = exp(−(1 + ξ x− µ
ς
)−1/ξ).
µ ist hier der Lageparameter, ς der Skalenparameter und ξ der Formparame-
ter. Die Grenzverteilungen leiten sich dann vom Formparameter ξ ab. Wenn
ξ gegen null konvergiert, strebt die GEV zur Gumbel-Verteilung oder auch
Fisher-Tippett Typ I Verteilung genannt. Für den Fall, dass ξ < 0 ist, kon-
vergiert die GEV gegen die Weibull-Verteilung mit einer endlichen oberen
Schranke. Dieses absolute Maximum in der Verteilung kann bspw. bei der Mo-
dellierung vom maximalen Lebensalter von Individuen angewendet werden.
Für ξ > 0 wird der Rand der Verteilung dicker mit unendlicher Varianz und
wird Fréchet-Verteilung genannt (Coles, 2001, S. 46). Dieser Teil der GEV
wird typischerweise für die Modellierung extremer Versicherungsrisiken be-
nutzt (Sanders, 2005). In Abbildung 4.2 findet sich für alle drei Klassen ein
Beispiel mit den Parametern ξ=1,5 (Fréchet), ξ = 0 (Gumbel) und ξ=-1,5
(Weibull).
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Abbildung 4.2.: Beispiel für GEV mit Parameter ξ=1,5 (Fréchet), ξ = 0 (Gumbel)
und ξ=-1,5 (Weibull)
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Generalisierte Pareto-Verteilung Eine weitere Methode der Extremwertstatistik
ergibt sich aus der Definition extremer Ereignisse durch die Überschreitung
eines Schwellwertes (threshold). Hierbei wird ein Wert u gewählt und alle
Ereignisse werden untersucht, die diesen Schwellwert u überschreiten.
Gegeben seien unabhängig, identisch verteilte ZV Xi mit der Verteilung F (x).
Die ZV Yi = Xi − u mit Xi > u, die den Schwellwert u überschreiten, be-
schreiben die extremen Ereignisse. Die Verteilungsfunktion von Yi lässt sich
über
Fu(y) = P (Y ≤ y|X > u)
= P (X − u ≤ y|X > u) = P (X ≤ u+ y|X > u)
=
P (u < X ≤ u+ y)
P (X > u)
=
F (u+ y)− F (u)
1− F (u)
herleiten. Wenn sich nun der Schwellwert dem oberen Endpunkt nähert, dann
nähert sich die Verteilungsfunktion Fu(y) der Überschreitung der Generalisier-
ten Pareto-Verteilung
Fu(y) ≈ G(y; ςu, ξ) = 1−
(
1 + ξ
y
ςu
)−1/ξ
.
Für einen ausreichend großen Schwellwert u existieren ein ςu (welches abhän-
gig von u ist) und ein ξ (unabhängig von u), sodass die GPD eine Näherung
der Verteilung Fu(y) der Überschreitungen ist. Wie bei der GEV können ver-
schiedene Klassen von Verteilungen in Abhängigkeit von dem Parameter ξ
unterschieden werden. Wenn ξ > 0 ist, dann ist die GPD nur für 0 < y <
∞ definiert und die Ausläufer verhalten sich mit 1 − G(y; ςu, ξ) ∼ cy−1/ξ.
Falls ξ < 0 ist, dann besitzt die GPD einen oberen Endpunkt bei ςu/|ξ|,
analog der Weibull-Verteilung der GEV. Beim Grenzfall ξ → 0 erhält man
G(y; ςu, 0) = 1 − exp(−y/ςu), welches der Exponential-Verteilung mit Erwar-
tungswert E(Y ) = ςu entspricht (Coles, 2001, S. 76).
Beide Ansätze unterliegen einer vorgelagerten Entscheidung. Bei der GEV muss vor
der Parameterschätzung der Zeitraum bestimmt werden, in dem das Maximum un-
tersucht wird. Bei der GPD muss der Schwellwert u festgelegt werden, ab der die
Daten näherungsweise einer GPD folgen. Hier findet eine Abwägung zwischen einer
geringen Varianz der Parameter (bei einem kleinen Schwellwert) und einer Verzer-
rung (Bias) der Parameter (je höher der Schwellwert, desto geringer die Verzerrung)
statt. Laut Sanders (2005) liegt u typischerweise zwischen den Perzentilen 90 und
95.
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In den nächsten Abschnitten werden die Ansätze der EVT auf die Modellierung
des Mortalitätsfaktors übertragen und deren Eignung empirisch überprüft. Ziel ist
es, aufgrund des vergleichsweise geringen Datenmaterials (in der Regel weniger als
250 Beobachtungen) ein Mischmodell zu entwickeln, welches im Zentrum einer Nor-
malverteilung und an den Rändern einer Extremwertverteilung folgt.
4.4. Mischmodell mit POT-Methode
Im Folgenden wird ein Vorhersageverfahren präsentiert, welches genaue Progno-
sen mit geringen Schwankungen erzielen soll und zudem Langlebigkeitsrisiken aus
plötzlichen Mortalitätssprüngen berücksichtigt. Im bereits vorgestellten Modell von
R. Lee und Carter (1992) wird für die Prognose ein Random-walk mit Trend ver-
wendet. Diesem wird allerdings noch eine Datenanalyse vorgelagert, bei der bspw.
der starke Einfluss der Spanischen Grippe im Jahr 1918 entfernt wird. Chen und Cox
(2009) projizieren den Mortalitätsfaktor über einen Sprungprozess und erläutern die
Unterschiede zwischen temporären und dauerhaften Mortalitätsrisiken. Weitere Stu-
dien zu Mortalitätssprüngen kommen von Bauer und Kramer (2009), Lin und Cox
(2008), Hainaut und Devolder (2008), S. H. Cox et al. (2010), Chen, Cox und Wang
(2010). Der Grundgedanke der Integration von Sprungprozessen in Mortalitätsmo-
dellen ist in der Aufnahme von extremen Mortalitätsrisiken zu suchen (seien es
Risiken aus Katastrophen oder Langlebigkeit) und deren Unterscheidung von klei-
nen zufälligen Abweichungen. Die möglichen Realisierungen von Risiken unterliegen
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung, die nie genau beobachtet werden kann, obgleich
vergangene Verluste teilweise Informationen über diese Verteilung wiedergeben. Tra-
ditionelle parametrische Methoden sind ungeeignet bei extremen Ereignissen, da pa-
rametrische Modelle eine gute Anpassung im Zentrum der Verteilung zulasten einer
guten Anpassung an den Rändern liefern (Diebold et al., 2000). Erschwerend kommt
hinzu, dass es nicht viele Beobachtungen über Mortalitätsrisiken zur Anpassung der
Ränder gibt.
Hier soll die EVT weiterhelfen, die seit einigen Jahren geeignete Methoden zur
Verfügung stellt, um verlässliche Schätzungen über extreme Ereignisse zu generie-
ren. Ein wichtiger Gedanke bei der EVT ist, „...estimate extreme probabilities by
fitting a model to the empirical survival function of a set of data using only the
extreme event data rather than all the data, thereby fitting the tail, and only the
tail“ (Sanders, 2005). Aus diesem Blickwinkel kann der Vorteil der EVT auch als
Nachteil gesehen werden. Bei diesem Vorgehen wird auf die Verteilung in den Rän-
dern fokussiert und die Daten im Zentrum werden ignoriert. Daher soll hier ein
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geeinter Modellansatz, bestehend aus einer EVT-Modellierung an den Rändern und
einem parametrischen Ansatz im Zentrum, präsentiert werden. Dieses Vorgehen lie-
fert nicht nur eine gute Anpassung an die historischen Daten, sondern ermöglicht
zugleich extreme Ereignisse in der Out-of-Sample zu extrapolieren.
Zur Beschreibung kleiner Abweichungen des Mortalitätsfaktors κt wird ein Random-
walk mit Trend gewählt.
κt+1 = κt + µ+ σZt+1,
mit der erwarteten Änderung µ und Volatilität σ des Mortalitätsfaktors und einer
standardnormalverteilten Zufallsvariable Zt. Sei nun Xt+1 = κt+1 − κt. Die Variable
Xt+1 kann als Mortalitätsveränderung im Jahr t+ 1 aufgefasst werden. Die Zufalls-
variable X sei normalverteilt mit dem Mittelwert µ und der Varianz σ2. Daher hat
X für kleine Werte von χ folgende Verteilungsfunktion
F1(χ) = Φ
(
χ− µ
σ
)
und die Dichtefunktion
f1(χ) =
1
σ
φ
(
χ− µ
σ
)
=
1√
2πσ
exp
(
−(χ− µ)
2
2σ2
)
.
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Abbildung 4.3.: Empirische Verteilungsfunktion der Veränderung des
Mortalitätsfaktors
Hier soll kurz ein Blick auf die empirische und theoretische Verteilungsfunktion
geworfen werden, wenn die Daten des Mortalitätsfaktors ausschließlich oben ge-
nannter Verteilung folgen. Dafür werden die Sterberaten männlicher Deutscher der
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Altersgruppe zwischen 25 und 99 Jahre herangezogen und der Mortalitätsfaktor κt
über den Ansatz von Renshaw und Haberman (2006) ermittelt. Aus den Differen-
zen des Mortalitätsfaktors Xt+1 = κt+1 − κt werden der Mittelwert (-2,8565) und
die Standardabweichung (1,4418) gezogen und die empirische Verteilungsfunktion
in Abbildung 4.3 gezeichnet. Zum Vergleich wird die entsprechende theoretische
Normalverteilungsfunktion mit eingezeichnet. Das obere und untere Ende der Ver-
änderungen des Mortalitätsfaktors weicht erheblich vom theoretischen Verlauf ab.
Ein einfacher Random-walk mit Trend ist daher ungeeignet, um die Verbesserun-
gen der Sterberaten und insbesondere die Langlebigkeit im Zeitverlauf abzubilden.
Ähnliches ergibt sich bei den Datensätzen für Frankreich, Finnland, Schweden und
die USA (siehe Abbildung 4.8).
Deshalb sollen die Ränder mithilfe der EVT modelliert werden. Wie eingangs be-
schrieben gibt es zwei große Modelltypen in der EVT: Die Analyse von Maxima in
einer Sequenz von Beobachtungen und die Analyse von Schwellwertüberschreitun-
gen. Hier liegt der Fokus auf den Überschreitungen einer Schwelle an den Rändern,
da sich hierdurch auch die Auszahlungsströme von Anleihen modellieren lassen, die
ein definiertes Sterberatenniveau überschreiten. Es bestehen nun zwei Möglichkeiten,
ein Mischmodell zu implementieren. Einmal kann man sich auf die Modellierung des
Langlebigkeitsrisikos konzentrieren und somit nur den unteren Rand der Dichtefunk-
tion mittels EVT konstruieren. Andererseits können sowohl Langlebigkeitsrisiken als
auch Sterberisiken simultan durch EVT abgebildet werden. Beide Ansätze sollen im
Folgenden näher betrachtet werden und empirisch Anwendung finden.
4.4.1. POT-Methode bei Langlebigkeitsrisiken
Zunächst wird der einfachere Fall, das heißt die Modellierung der Langlebigkeitsri-
siken, untersucht. Hierbei handelt es sich um die Analyse von Sterberatenverbesse-
rung, weshalb der untere Rand der Dichtefunktion betrachtet wird und somit die
Minima. In der kurzen Einführung zur EVT wurde erwähnt, dass das Minimum einer
Stichprobe einfach in das Maximum überführt werden kann. Das heißt, es wird die
Variable X−t+1 = κt− κt+1 analysiert und somit kann nun der obere Rand der Funk-
tion betrachtet werden. Sei nun χ−0 der endliche rechte Endpunkt der Verteilung
F (χ−). Die bedingte Verteilung der Überschreitungen über einer hohen Schwelle u
lautet dann
Fu(χ
−) = P (X− − u ≤ χ−|χ− > u) = F (χ
− + u)− F (u)
1− F (u) ,
für 0 ≤ χ− ≤ χ−0 − u.
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Gemäß dem Theorem von Pickands-Balkema-De Haan (Balkema & de Haan, 1974;
Pickands, 1975) kann bei einer ausreichend hohen Schwelle u die Verteilungsfunk-
tion der Überschreitungen Fu(χ−) durch eine GPD approximiert werden. Gξ,ς(χ−)
ist definiert als
Gξ,ς(χ
−) =
{
1− (1 + ξχ−/ς)−1/ξ, für ξ 6= 0
1− exp(−χ−/ς), für ξ = 0 ,
mit ς > 0 und den Bedingungen χ− ≥ 0, falls ξ ≥ 0 und 0 ≤ χ− ≤ −ς/ξ, falls ξ < 0.
ξ ist der Formparameter der Verteilungsfunktion und ς der Skalierungsparameter.
Ein Lageparameter kann ebenfalls integriert werden. Die GPD Gξ,µ,ς(χ−) ist dann
definiert als Gξ,ς(χ− − µ).
Für χ− ≥ u lautet die Verteilungsfunktion nun wie folgt:
F2(χ
−) = P (X ≤ χ−) = (1− F (u))Fu(χ− − u) + F (u).
Für einen hohen Wert von u kann Fu(χ−−u) durch Gξ,ς(χ−) approximiert werden.
F (u) kann aus den Daten über Fn(u) geschätzt werden, die empirische Verteilung
an der Stelle u. Das heißt, für χ− ≥ u kann
Fˆ2(χ
−) = (1− Fn(u))Gξ,u,ς(χ−) + Fn(u)
= 1− (1− Fn(u))
(
1 + ξ
(
χ− − u
ς
))−1/ξ
als Approximation der Verteilungsfunktion F (χ−) Anwendung finden. Einmal nach
χ− differenziert, erhält man
fˆ2(χ
−) =
1− Fn(u)
ς
(
1 + ξ
(
χ− − u
ς
))− 1
ξ
−1
, für χ− ≥ u.
Für die Modellierung des Mortalitätsfaktors mittels der Peak-over-Threshold (POT)-
Methode lässt sich nun Folgendes zusammenfassen. Falls χ− < u ist, wird die Ver-
änderung des Mortalitätsfaktors X− als ein Random-walk mit Trend aufgefasst. Die
Dichtefunktion lautet dann:
f1(χ
−) =
1√
2πσ
exp
(
−(χ
− − µ)2
2σ2
)
.
Falls χ− ≥ u ist, kann die Veränderung des Mortalitätsfaktors X− durch eine GPD
approximiert werden, mit folgender Dichtefunktion
f2(χ
−) =
1− Fn(u)
ς
(
1 + ξ
(
χ− − u
ς
))− 1
ξ
−1
.
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Bei der Bestimmung der notwendigen Parameter wird die von Mendes und Lopes
(2004) vorgeschlagene Prozedur durchgeführt. Ganz allgemein liegt eine Zeitreihe
mit N Beobachtungen des Parameters κt vor, das heißt, zur Analyse können N − 1
Beobachtungen von χ− herangezogen werden, die geordnet sind. Die „data driven
procedure“ von Mendes und Lopes (2004) sieht vor, verschiedene Schwellwerte u in
einem bestimmten Intervall zu wählen. Das Intervall liegt in der Regel zwischen den
Perzentilen 80 und 100 der Datenbasis. Für die festgelegten Schwellwerte u kön-
nen die N − 1 Beobachtungen in zwei Gruppen aufgeteilt werden, eine mit Werten
kleiner als u und die andere mit den Werten größer gleich u. Für die unterschied-
lichen Schwellwerte wird dann die GPD an die Daten angepasst. Für die Schät-
zung der Parameter der GPD können zahlreiche Methoden benutzt werden. Ne-
ben dem klassischen Verfahren „maximum likelihood“ können auch die Momenten-
methode, die „Probability-weighted moment“-Methode (L-moments), „power den-
sity divergence“, „Pickands“-Methode, „maximum penalized likelihood“ oder die
„maximum goodness-of-fit“ Methode durchgeführt werden. Details dieser Schät-
zer sind bei Coles (2001), Hosking und Wallis (1987), Juárez und Schucany (2004),
Peng und Welsh (2001), Pickands (1975) zu finden. Die Parameter in dieser Un-
tersuchung werden mittels der L-Momenten-Methode bestimmt, die robuster als
die ML-Prozedur ist (Hosking & Wallis, 1987). Gemäß Hosking, Wallis und Wood
(1985) und Hosking und Wallis (1987) ist der L-Momentenschätzer für kleine und
mittlere Stichproben auch effizienter als der ML-Schätzer11.
Die Prozedur von Mendes und Lopes (2004) sieht dann weiter vor, die Parame-
ter im Zentrum der Mischverteilung zu bestimmen, welche hier an der Schwelle
u gestutzt ist. Abschließend werden die einzelnen Verteilungen und deren Para-
meter zusammengeführt und die Likelihood-Funktion ausgewertet. Unter der An-
nahme, dass N1 Beobachtungen in die erste Gruppe und N2 in die zweite Gruppe
(N1 +N2 = N − 1) fallen, ergibt sich die Likelihood-Funktion zu
l(µ, σ, ξ, ς, u) = l1(µ, σ, u) + l2(ξ, ς, u),
mit l1(µ, σ, u) =
N1∑
i=1
ln f1(χ
−
i , u) und l2(ξ, ς, u) =
N2∑
i=1
ln f2(χ
−
i , u). Fn(u) wird in die-
sem Fall benutzt, um F (u) an der Stelle der Schwelle u zu approximieren, derart,
dass F2(u) = Fn(u) ist. Um zu gewährleisten, dass die Verteilung an der Stelle
der Schwelle stetig ist, wird die Bedingung F1(u) = Φ
(
u−µ
σ
)
= Fn(u) hinzugefügt.
Als Lösung wird der Schwellwert u (mit den entsprechenden Parametern) gewählt,
welcher die ML-Funktion maximiert.
11 Details zur Probability-weighted moment-Methode bzw. zur L-Momentenmethode befinden
sich im Anhang B
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Abbildung 4.4.: Die linke Grafik zeigt den „Mean residual plot“ und die rechte Grafik
den „Hill plot“ für das Modell mit Langlebigkeitsrisiken.
Die theoretischen Überlegungen sollen nun auf die Daten für deutsche Männer
angewandt werden. Im Gegensatz zum Ansatz von Mendes und Lopes (2004) ist
üblicherweise in einem ersten Schritt die Bestimmung der Schwelle u notwendig.
In Verbindung mit der GPD ist diese Bestimmung die „Achillesferse“. Daher soll
hier unabhängig von der Prozedur von Mendes und Lopes (2004) der Schwellwert
über weitere Verfahren bestimmt werden, um die Ergebnisse bei der Ermittlung
des Schwellwertes vergleichen zu können. Die Standardwerkzeuge zur Ermittlung
der Schwelle sind grafischer und somit subjektiver Natur. Abbildung 4.4 zeigt den
„Mean residual plot“ (links) und den „Hill plot“ (rechts). Beim „mean residual plot“
sollte die abgebildete Funktion ab einem Schwellwert u0 näherungsweise linear in u
sein und damit der GPD folgen12. Beim vorliegenden Datenmaterial könnte man
diesen Schwellwert bei u = 4 sehen, da die Funktion dann linear mit u ansteigt. Al-
lerdings wäre auch ein Schwellwert ab u=3,5 denkbar. Für Reiss und Thomas (2007)
ist der „Hill plot“ ein gutes Instrument zur Bestimmung des wichtigen Schwellwer-
tes. Dieses Instrument baut auf dem Hill-Schätzer auf und verwendet die Reziproke
des Hill-Schätzers. Die Kehrwerte werden dann gegen die Anzahl der Beobachtungen
k über der Schwelle u abgetragen. Ab einer bestimmten Schwelle u0 sollte dann die
12 Detaillierte mathematische Erläuterungen und Interpretationen der Abbildung finden sich in
Coles (2001, S. 78).
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Funktion nicht mehr linear in u sein, sondern aus dem Trend ausbrechen. Die rechte
Grafik in Abbildung 4.4 gibt den „Hill plot“ für die Daten wieder. Der Schwellwert
u könnte hier mit dem Wert 4, 5 festgesetzt werden. Die beiden Methoden lassen
keinen näherungsweise eindeutigen Schluss über den Schwellwert zu. Die quanti-
tative Methode von Zhou, Wu, Liu und Liu (2009) liefert dagegen einen exakten
Wert für die Anzahl der Beobachtungen über der Schwelle und somit auch für den
Schwellwert. Die Methode baut auf dem „Hill plot“ auf. Hierbei wird in dem Be-
reich [T/2;T/10] eine KQ-Regression durchgeführt und deren Parameter ermittelt.
Diese Gerade wird dann in den Bereich [T/10; 1] extrapoliert. Die aus der Differenz
zwischen der Extrapolationsgeraden und dem „Hill plot“ gewonnenen Werte werden
als Entscheidungskriterium für die Wahl der Schwelle gewählt. Liegt die Differenz
erstmalig über einem spezifizierten Niveau, wird diese Stelle als Schwellwert u0 de-
finiert. Bei den vorliegenden Daten wurde über diese Methode ein Schwellwert von
6,1 ermittelt. Bei diesem hohen Schwellwert liegen nur noch zwei Beobachtungen
oberhalb der Schwelle. Dies kann für weitere Analysen nicht verwendet werden, da
zu wenige Beobachtungen oberhalb der Schwelle vorliegen, um Aussagen zur Varianz
zu tätigen.
Folgt man der von Mendes und Lopes (2004) vorgeschlagenen Prozedur, erhält
man die Parameterschätzungen aus Tabelle 4.3. Da der Schwellwert nicht eindeu-
tig über die anderen Methoden ermittelt werden konnte, wurde nur der ML-Wert
als Auswahlkriterium genutzt. Dieser ergibt sich aus der Summe des ML-Wertes
der Normalverteilung und des ML-Wertes der GPD13. In einer Spanne zwischen
dem Perzentil 85 und 95 wurde der Schwellwert variiert. Der höchste Wert der ML-
Funktion tritt beim Perzentil 92 zum Vorschein. Die Schwelle u wird dabei mit 4,495
festgesetzt, welcher sich gerade zwischen den Werten aus dem „mean residual plot“
und dem „Hill plot“ befindet. Für die Werte des Mortalitätsfaktors unterhalb der
Schwelle resultiert damit ein Mittelwert von 2,581 und eine Standardabweichung
Perzentil u µˆ σˆ ςˆ ξˆ l
85 4,055 2,422 0,995 1,023 0,139 -95,664
87 4,224 2,462 1,019 0,899 0,229 -95,195
88 4,272 2,501 1,042 1,271 0,026 -93,455
90 4,333 2,540 1,064 2,112 -0,414 -91,411
92 4,495 2,581 1,089 4,153 -1,495 -89,372*
94 5,100 2,632 1,135 6,574 -3,669 NaN
95 6,179 2,703 1,229 0,500 -0,006 -93,975
Tabelle 4.3.: Parameterschätzungen für verschiedene Schwellwerte u
13 Aufgrund der Parameterkonstellation bei der GPD beim Perzentil 94 kann kein ML-Wert
bestimmt werden.
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von 1,089. Für die Mortalitätsfaktoren oberhalb der Schwelle ergibt sich ein Wert
von 4,153 für den Skalierungsparameter ς und -1,495 für den Formparameter ξ. Die
Wahrscheinlichkeit einer starken Senkung der Sterberaten und das Risiko für Anlei-
heninhaber würden somit unterschätzt werden, falls man nur die Normalverteilung
zur Beschreibung der Daten verwenden würde.14
Abschließend soll noch untersucht werden, ob die Modellierung des Mischmodells
bei der vorliegenden Stichprobe statistisch vorteilhaft ist im Vergleich zum einfachen
Modell mit Normalverteilung. Für die Entscheidung werden einmal der LR-Test und
das Akaike-Informationskriterium (AIC) herangezogen. Wie bereits in Kapitel 3 be-
schrieben, kann der Ratio-Test dafür verwendet werden, um zu überprüfen, ob die
Integration weiterer Parameter (hier geschehen durch das Mischmodell) einen signi-
fikanten Einfluss auf die Modellierung hat. Dies sollte sich in einer entsprechend
starken Erhöhung des ML-Wertes widerspiegeln. Das AIC baut ebenfalls auf dem
Wert der Likelihood auf und berücksichtigt die Gesamtanzahl der zu schätzenden Pa-
rameter. Turkman (1985) hat im Zusammenhang mit der GPD gezeigt, dass das AIC
gute Ergebnisse bei der Bestimmung des optimalen Modells liefert. Das Minimum
des AIC liegt beim Mischmodell, wie der Tabelle 4.4 zu entnehmen ist. Der Wert des
LR-Tests wird auf bekannte Weise bestimmt. Allerdings wird der kritische Wert der
χ2-Verteilung leicht angepasst. Pearson, Morrell und Brant (1992) haben gezeigt,
dass die Regularitätsbedingungen bei Mischmodellen nicht erfüllt sind und daher
die Freiheitsgrade der χ2-Verteilung verändert werden müssen. Der Freiheitsgrad
muss mit dem Doppelten der Differenz der Parameteranzahl der Modelle bestimmt
werden. Der Parameter, der das Mischverhältnis bestimmt (hier der Schwellwert
u), wird dabei nicht berücksichtigt. Tabelle 4.4 weist einen Wert des Ratio-Tests
von 5,872 aus. Der kritische Wert der χ2-Verteilung mit 4 Freiheitsgraden und ei-
ner Irrtumswahrscheinlichkeit von fünf Prozent beträgt 9,48. Die Berücksichtigung
der GPD am oberen Rand der Verteilung ist unter Beachtung des LR-Tests statis-
tisch nicht gerechtfertigt. Da das Informationskriterium zu einem anderen Ergebnis
kommt, kann in diesem Fall keine eindeutige Entscheidung abgegeben werden. Es
bleibt in diesem Fall in den Händen des Betrachters, ein Modell zu wählen, welches
Normalverteilung Mischmodell
AIC 188,61 186,74
LR-Test - 5,87
Tabelle 4.4.: Statistischer Vergleich der Modelle
14 Bei der Analyse des Mortalitätsfaktors wurde auch ein Mischmodell mit zwei Normalvertei-
lungen zum Vergleich herangezogen. Die Ergebnisse, basierend auf zwei Normalverteilungen,
lieferten stets größere ML-Werte als das Modell mit der GPD.
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die Risiken der Langlebigkeit tendenziell unterschätzt und damit unterbewertet oder
den alternativen Ansatz zu wählen. Allerdings zeigen die Ergebnisse für die Länder
Finnland, Frankreich und Schweden, dass das Mischmodell eine bessere Anpassung
erzielt als der klassische Ansatz.
Das in diesem Abschnitt präsentierte Modell wurde auch auf die Länder Finn-
land, Frankreich, Schweden und die USA übertragen. Bei allen Ländern wurden die
Datensätze auf Basis der ML-Schätzung und der Prozedur von Mendes und Lopes
(2004) analysiert. Die genauen Parameterwerte sowie der entsprechende ML-Wert
finden sich im Anhang A. Für die Beobachtungen der Länder Finnland, Frankreich
und Schweden erzielt der vorgeschlagene Ansatz eine gute Performance. Hier un-
terstützen beide Entscheidungskriterien das Mischmodell bei der Modellierung der
Mortalitätsraten (siehe Tabelle 4.5). Der P-Wert der LR-Teststatistik ist für alle
drei Datensätze mit 0, 00 ausgewiesen. Die Integration der Parameter bzw. die Mo-
dellierung über die GPD ist damit nicht nur theoretisch, sondern auch statistisch
gerechtfertigt. Für die Daten der USA entscheiden beide Kriterien zugunsten des
klassischen Ansatzes mit Normalverteilung. Hier wird durch das Mischmodell keine
bessere Anpassung erreicht.
Land Normalverteilung Mischmodell
Finnland AIC 845,95 806,42
LR-Test - 43,53
Frankreich AIC 1238,14 1186,74
LR-Test - 55,41
Schweden AIC 1723,45 1688,72
LR-Test - 38,73
USA AIC 285,28 288,54
LR-Test - 0,74
Tabelle 4.5.: Statistischer Vergleich der Modelle für die Länder Finnland, Frank-
reich, Schweden und die USA.
Auffällig ist, dass für die drei Länder mit einem jeweils langen Beobachtungs-
zeitraum die Modellierung mittels EVT statistisch sinnvoll ist und für die beiden
anderen Fälle nicht. Die Erklärung dafür findet sich nicht in der Länge der Zeitreihe,
sondern in den Ausprägungen der Zeitreihe selbst. Bei der Analyse der χ−t+1 erkennt
man, dass sich für die Länder Finnland, Frankreich und Schweden ein typisches Bild
für die GPD ergibt. Die Zeitreihen weisen die meiste Zeit über eine normale gerin-
ge Schwankung auf und zu wenigen Zeitpunkten sehr starke extreme Ausschläge,
wie sie typischerweise bei Finanzmarktzeitreihen vorkommen. Natürlich lassen sich
solche extremen Ausprägungen in einer längeren Zeitreihe eher finden als in einer
Vergleichsweise kurzen. Dennoch müssen solche Phänomene bei allen Ländern mit
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Abbildung 4.5.: Simulation der Sterberaten unter Berücksichtigung des
Langlebigkeitsrisikos
berücksichtigt werden, wenn es darum geht, eine Bewertung von mortalitätsbasier-
ten Wertpapieren über eine langfristige Periode (25 und mehr Jahre) vorzunehmen.
An dieser Stelle wird noch einmal auf die Ergebnisse für Deutschland zurückgegrif-
fen. Um wie bei anderen Ansätzen eine Visualisierung der zukünftigen Sterberaten
zu erhalten, müssen diese simuliert werden. Die dabei vorgenommene Prognose fußt
auf dem Mortalitätsmodell von Renshaw und Haberman (2006). Zur Prognose selbst
werden wieder Simulationen über den Verlauf des Mortalitätsfaktors und des Kohor-
teneffektes benötigt. Letzterer wird wie in Abschnitt 3.7 mittels der Vorinformation
beschrieben. Das Vorgehen bei der Simulation des Mortalitätsfaktors kann wie folgt
beschrieben werden:
1. Simuliere eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Rt für t = 1, . . . , 35.
2. Falls Rt <
u−µˆ
σˆ
, folgt die Veränderung des Mortalitätsfaktors einer Normal-
verteilung mit µˆ und σˆ und die simulierten Änderungen ergeben sich zu Kt =
µˆ + σˆRt. Sonst folgt der Mortalitätsfaktor der GPD mit dem Lageparameter
u+ µˆ, dem Formparameter ξˆ und dem Skalierungsparameter ςˆ.
3. Aktualisiere den Mortalitätsfaktor κt = κt−1 +Kt.
Abbildung 4.5 zeigt den Verlauf der Sterberaten für die vier Altersstufen 65, 75,
85 und 90 mit normaler Skalierung (links) und logarithmierter Skala (rechts). Im
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Vergleich zu anderen Ansätzen ergeben sich leicht asymmetrische Konfidenzbänder.
Der Abstand vom Zentrum der Simulation bis zum unteren Rand ist größer als zum
oberen Rand. Dies resultiert aus der Modellierung des Langlebigkeitsrisikos, wobei
extreme Ereignisse bei der Verbesserung der Sterblichkeitsraten zugelassen werden.
Aus der Integration der Vorinformationen für den Kohorteneffekt resultieren Pro-
gnosen mit geringerer Schwankungsbreite als ohne Nutzung dieser Vorinformatio-
nen. Die starke Verringerung der Sterblichkeit hält noch zwei Jahrzehnte an, bevor
es dann zu einem Abflachen des Verlaufes kommt. Kürzt man den Beobachtungsum-
fang bei diesem Modell um fünf oder zehn Jahre, unterscheiden sich die Ergebnisse
nur marginal, was auf einen robusten Ansatz hindeutet. Insgesamt liefern die Simu-
lationen plausible und biologisch begründbare Ergebnisse.
In diesem Abschnitt lag der Fokus auf dem Risiko, dass die Individuen durch-
schnittlich länger leben als antizipiert. Es besteht naturgemäß auch das Risiko, dass
eine große Anzahl Individuen frühzeitig verstirbt und damit kurzfristig die Sterbe-
raten sehr stark ansteigen. Dieses Sterberisiko, welches häufig durch Naturereignisse
eintritt, soll im nächsten Abschnitt mit in den Modellansatz integriert und empirisch
betrachtet werden.
4.4.2. POT-Methode bei Langlebigkeits- und Sterberisiken
Neben dem Risiko der Langlebigkeit besteht auch das Risiko kurzzeitig erhöhter
Sterberaten und deren finanziellen Folgen, das Sterberisiko. Dieses Risiko muss bei
der Bewertung geeigneter Kapitalmarktlösungen mit Beachtung finden. Daher wird
hier ein Modell vorgeschlagen, welches extreme Langlebigkeits- und Sterberisiken in
einem Modellansatz verbindet. Das grundlegende Vorgehen richtet sich nach der im
vorherigen Abschnitt geschilderten Prozedur von Mendes und Lopes (2004).
Es wird wieder unterstellt, dass die Beobachtungen einer Mischung von verschie-
denen Verteilungen folgen. Für die Masse der Beobachtungen, die im Zentrum liegen,
wird wieder eine Normalverteilung unterstellt. Diese ist in diesem Fall rechts und
links gestutzt. Die Anteile der Beobachtungen in den Rändern und die Parameter der
GPD müssen nicht gleich sein. Das bedeutet, dass die rechten und linken Abtrenn-
punkte bzw. die Schwellwerte nicht unbedingt symmetrisch um das Zentrum liegen
müssen. Die Schwellen werden durch den Anteil an Beobachtungen in den jeweiligen
Rändern bestimmt, welche insgesamt die beste Anpassung liefern. Allgemein kann
man zur Schätzung einer Dichtefunktion einer asymmetrischen Zufallsvariable X die
gemischte Verteilungsfunktion F wie folgt schreiben:
F (x) = plGςl,ξl(x− ul) + (1− pl − pr)Nurul (x− ur) + prGςr,ξr(x), (4.8)
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mit den Anteilen pl und pr der Beobachtungen im rechten und linken Rand und den
entsprechenden Generalisierten Paretoverteilungen Gςl,ξl und Gςr,ξr mit den spezifi-
schen Parametern. Nurul ist die an den Stellen ul und ur gestutzte Normalverteilung.
Die Prozedur bei der Schätzung der Parameter folgt dem Vorgehen im vorheri-
gen Abschnitt. Da für Deutschland vergleichsweise wenige Beobachtungen für den
Mortalitätsfaktor vorliegen, wird der allgemeine Modellansatz vereinfacht und Sym-
metrie bei den Schwellwerten und den Verteilungen an den Rändern unterstellt.
Hierdurch müssen weniger Parameter bestimmt und die Anzahl der notwendigen
Beobachtungen in den Rändern kann so gering wie möglich gehalten werden. An
dieser Stelle wird wieder die ursprüngliche Variable χt+1 verwendet, da nicht mehr
ausschließlich am linken Rand der Verteilung die GPD angepasst werden soll, son-
dern auf beiden Seiten. Beidseitig werden die gleichen Schwellwerte verwendet und
für die Verteilung am linken Rand der Zusammenhang Gςl,ξl(χ− ul) = 1−Gςr,ξr(χ)
genutzt.
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Abbildung 4.6.: Die linke Grafik zeigt den „Mean residual plot“ und die rechte Grafik
den „Hill plot“ für das Modell mit Langlebigkeits- und Sterberisiken.
Zunächst sollen wieder die grafischen Möglichkeiten zur Bestimmung des Schwell-
wertes erörtert werden. Hierfür wird Abbildung 4.6 mit den „Mean residual plot“
(links) und den „Hill plot“ (rechts) betrachtet15. Ausgehend vom „Mean residual
plot“ könnte man einen Schwellwert in der Nähe von -1,0 wählen. Beim „Hill plot“
15 Da der Hill-Schätzer und somit auch der „Hill plot“ mit dem Logarithmus der Variablen
arbeitet, können keine Werte kleiner gleich -1 benutzt werden. Um dennoch den „Hill plot“
zeichnen zu können, wurden alle Werte χt+1 um zehn Einheiten nach rechts verschoben.
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Perzentil u µˆ σˆ ςˆ ξˆ l
85 -1,217 -2,766 0,923 1,461 -0,252 -92,158
87 -1,221 -2,729 0,944 1,853 -0,514 -90,498
88 -0,994 -2,691 0,967 2,566 -1,006 -88,742*
90 -0,609 -2,743 1,018 2,038 -0,899 -91,604
92 -0,484 -2,696 1,058 5,138 -3,337 NaN
94 0,406 -2,632 1,135 0,225 0,424 -93,072
96 0,466 -2,703 1,229 0,500 -0,006 -92,478
Tabelle 4.6.: Parameterschätzungen für verschiedene Schwellen bei Langlebigkeits-
und Sterberisiken
würde man einen ähnlichen Wert ablesen, tendenziell eher einen leicht Höheren.
Dieser Wert findet sich auch bei der quantitativen Bestimmung der optimalen Pa-
rameter auf Basis des ML-Wertes. Das Minimum in Tabelle 4.6 liegt hier bei einem
Schwellwert von -0,994, was damit ziemlich genau an den grafischen Lösungen liegt.
Im Vergleich zum Modell ohne Sterberisiken ergeben sich einige kleine Unterschie-
de. Der Schwellwert im Modell mit Langlebigkeits- und Sterberisiken liegt relativ
gesehen höher, gleichzeitig konnten aber mehr Beobachtungen für die Ermittlung der
Parameter der GPD verwendet werden. Dies ergibt sich daraus, dass die extremen
Werte aus beiden Rändern benutzt wurden. Ein Drittel der Werte über der Schwelle
liegen am rechten Rand der Verteilung der Variable χt+1 und indizieren damit Ster-
berisiken. Zwei Drittel stammen aus dem linken Rand der Verteilung der Variable
χt+1 und indizieren damit Langlebigkeitsrisiken. Im Gegensatz zu den Ergebnissen
aus Abschnitt 4.4.1 steigt der Mittelwert µ nicht mit dem Schwellwert an, sondern
variiert in diesem Modellansatz. Dies kommt daher, da sich bei jedem Schwellwert
unterschiedlich viele Beobachtungen am linken bzw. rechten Rand der Verteilung
befinden. Die Standardabweichung hingegen steigt wie im vorherigen Abschnitt mit
dem Schwellwert an. Abgesehen vom Vorzeichen beim Mittelwert unterscheiden sich
die Werte für µ und σ nur geringfügig.
Normalverteilung Mischmodell
AIC 188,61 185,48
LR-Test - 7,13
Tabelle 4.7.: Statistischer Vergleich der Modelle II
Vergleicht man wieder den Wert der Likelihood-Funktion bei Langlebigkeits- und
Sterberisiken mit dem Wert ohne diese Risiken, erhält man für die deutschen Daten
ein uneinheitliches Bild (siehe Tabelle 4.7). Basierend auf dem Informationskriteri-
um muss man den angesprochenen Risiken Beachtung schenken, da der Wert des
AIC hier niedriger ist als beim reinen Modell mit Normalverteilung und sogar nied-
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riger liegt als beim Modell nur mit Langlebigkeitsrisiken. Der LR-Test mit den nach
Pearson et al. (1992) angepassten kritischen Werten unterstützt diese Entscheidung
nicht, da die Nullhypothese (Modell mit Normalverteilung) nicht zu einer Irrtums-
wahrscheinlichkeit von fünf Prozent verworfen werden kann16.
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Abbildung 4.7.: Empirische und theoretische Mischverteilungsfunktion der Verände-
rung des Mortalitätsfaktors für Deutschland
Der Hintergrund für die Anpassung eines statistischen Modells liegt darin be-
gründet, Erkenntnisse und Schlussfolgerungen über die Grundgesamtheit zu ziehen.
Solche Rückschlüsse hängen allerdings sehr stark von der Genauigkeit des ange-
passten Modells ab. Daher ist es notwendig zu überprüfen, wie gut die Anpassung
gelungen ist. Das Hauptproblem betrifft dabei die Fähigkeit des Modells, die Va-
riation in einer größeren Grundgesamtheit zu beschreiben. Dies kann im Regelfall
jedoch nicht betrachtet werden, da zusätzliche Datenquellen nicht vorhanden sind,
gegen welche das Modell überprüft werden könnte. Folglich liegt normalerweise die
einzige Möglichkeit die Genauigkeit des Modells zu überprüfen darin, die zur Schät-
zung verwendeten Daten gegen das Modell abzutragen. Abbildung 4.7 gibt nun die
empirische Verteilungsfunktion des Mortalitätsfaktors für Deutschland wieder und
die theoretische Mischverteilung basierend auf den Schätzungen aus Tabelle 4.6. Im
Vergleich mit Abbildung 4.3, bei der ausschließlich die Normalverteilung zugrunde
16 Ohne die Anpassung der kritischen Werte der χ2-Verteilung würde die Nullhypothese abge-
lehnt werden.
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gelegt wurde, ist eine deutlich verbesserte Anpassung der theoretischen Verteilung
an die Daten erkennbar.
Der Beobachtungsumfang für Deutschland ist nicht sehr umfangreich, was auch
das mäßige Abschneiden beim LR-Test mit begründet. Um das aus der Grafik 4.7
sichtbare Potenzial dieses Modellansatzes genauer zu betrachten, sollen wieder die
Beobachtungen aus den Ländern Finnland, Frankreich, Schweden und den USA mit
der jeweils breiteren Datenbasis herangezogen werden.
Grundlage sind dabei wieder die ermittelten Mortalitätsfaktoren nach dem Ansatz
von Renshaw und Haberman (2006). Diese Mortalitätsfaktoren κt wurden dann auf
Langlebigkeits- und Sterberisiken hin untersucht. Die detaillierten Ergebnisse der
Schätzungen gemäß der Modellgleichung 4.8 können dem Anhang A entnommen
werden.
Land Normalverteilung Mischmodell
Finnland AIC 845,95 641,38
LR-Test - 208,57
Frankreich AIC 1238,14 1001,98
LR-Test - 240,14
Schweden AIC 1723,45 1670,32
LR-Test - 57,11
USA AIC 285,28 290,36
LR-Test - 1,08
Tabelle 4.8.: Statistischer Vergleich der Modelle für die Länder Finnland, Frank-
reich, Schweden und die USA.
Tabelle 4.8 gibt die Ergebnisse des statistischen Vergleiches des Modells für die
Länder Finnland, Frankreich, Schweden und die USA wieder. Für die ersten drei
genannten Länder zeichnet sich ein deutliches Bild zugunsten des neuen Ansatzes
ab. Bei diesen Datensätzen wird eine starke Reduzierung des Wertes der Likelihood
erzielt, was sich dann auch bei der LR-Teststatistik in einem sehr hohen Betrag
niederschlägt. In diesen Fällen liegt der P-Wert deutlich unter 0,01 und ist damit
hoch signifikant. Mittels des Informationskriteriums gelangt man zur selben Ent-
scheidung. Dass der Modellansatz nicht für alle Datensätze sinnvoll ist, geben die
Ergebnisse für die USA wieder. Wie bereits im vorherigen Abschnitt zeigen auch hier
die Vergleiche, dass die Integration von Langlebigkeits- und Sterberisiken statistisch
nicht gerechtfertigt ist.
Um die Anpassung des Modells an die Datenbasis auch grafisch zu analysieren,
werden wieder die empirischen und theoretischen Verteilungsfunktionen betrachtet.
In Grafik 4.8 sind die Funktionen jeweils für Finnland, Frankreich, Schweden und die
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Abbildung 4.8.: Empirische Verteilungsfunktionen (Punkte), theoretische Mischver-
teilungsfunktionen (durchgezogene Linie) und zum Vergleich die
theoretischen Normalverteilungsfunktionen (gestrichelte Linie) der
Veränderung des Mortalitätsfaktors
USA abgebildet. Vergleicht man die theoretische Mischverteilungsfunktion (durchge-
zogene Linie) mit der theoretischen Normalverteilungsfunktion (gestrichelte Linie),
wird besonders die Anpassung in den Flanken und im Zentrum der Verteilung deut-
lich. Die Mischverteilungsfunktion der USA unterscheidet sich nur geringfügig von
der Normalverteilungsfunktion, was bereits bei den quantitativen Verfahren zu sehen
war. Für die anderen drei Länder bringt das neue Verfahren dagegen eine sichtbare
Verbesserung der Anpassung der empirischen Daten an die theoretischen Werte mit
sich. Somit wird auch grafisch sichtbar, dass die Kombination von Normalverteilung
im Zentrum und der GPD am unteren und oberen Rand der Daten vorteilhaft ist. Es
wird damit deutlich, dass die Erweiterung der Modellierung des Mortalitätsfaktors
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durch die Integration von Langlebigkeits- und Sterberisiken wichtig ist.
Ob insbesondere die GPD an den Rändern geeignet ist, wird hier beispielhaft
an den Daten von Frankreich dargestellt. Hierfür werden einige grafische Diagno-
severfahren für die Modellüberprüfung auf GPD verwendet (Coles, 2001, S. 36).
Anwendung finden hier der Wahrscheinlichkeits-Plot, der Quantils-Plot, der Dichte-
Plot und der Return Level-Plot. An dieser Stelle wird kurz der Return Level-Plot
erläutert, da dieser nicht zu den grafischen Standardwerkzeugen gehört.
Return Level-Plot Angenommen, eine GPD mit den Parametern σ und ξ ist geeig-
net für die Beschreibung der Überschreitungen einer Schwelle u der Variable
X. Für x > u ist dann
P (X > x|X > u) =
[
1 + ξ
(
x− u
σ
)]−1/ξ
.
Daraus folgt
P (X > x) = ζu
[
1 + ξ
(
x− u
σ
)]−1/ξ
,
mit ζu = P (X > u). Das Niveau xm, welches im Durchschnitt alle m Beob-
achtungen überschritten wird, ist die Lösung von
ζu
[
1 + ξ
(
xm − u
σ
)]−1/ξ
=
1
m
(Coles, 2001, S. 81). Umstellen nach xm ergibt
xm = u+
σ
ξ
[(mζu)
ξ − 1],
vorausgesetzt m ist ausreichend groß, sodass xm > u gewährleistet bleibt.
Durch Darstellung der xm Werte gegen m auf einer logarithmierten Skala
erhält man den Return Level-Plot. Konfidenzbänder für xm können über die
Delta Methode hergeleitet und abgetragen werden.
Die verschiedenen Diagnosemethoden zur Bewertung der Genauigkeit des GPD-
Ansatzes für die Daten von Frankreich sind in Abbildung 4.9 gegeben. Weder der
Wahrscheinlichkeits-Plot noch der QQ-Plot geben Anlass, an der Validität des an-
gepassten Modells zu zweifeln. Jedes Punktepaar in den beiden Grafiken befindet
sich näherungsweise auf der Geraden und liegt innerhalb der Konfidenzbänder. Die
geschätzte Dichtefunktion in der dritten Grafik scheint konsistent mit dem Histo-
gramm der Daten zu sein. Diese Grafik ist allerdings nicht so aussagekräftig wie die
anderen drei, da die Form des Histogramms stark mit der Wahl der Intervallanzahl
variiert. Der Return Level-Plot weist einen sehr leichten konvexen Verlauf auf, da
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Abbildung 4.9.: Grafische Analyse der Anpassung der GPD an die Daten für
Frankreich
der verantwortliche Parameter ξ größer als null ist. Die Grafik gibt ebenfalls ein
zufriedenstellendes Bild der Schätzung ab. Zur Erhöhung des Informationsgehaltes
der Abbildung wurden hier ebenfalls die Konfidenzbänder abgetragen. Die Daten-
punkte liegen auch hier innerhalb der entsprechenden Bänder und weisen damit die
Eignung dieses Ansatzes aus.
Die Modellierung der Ränder der Verteilung des Mortalitätsfaktors ist ein neuer
Ansatz, um die zunehmende Langlebigkeit von Individuen abzubilden. Die üblichen
parametrischen Ansätze ziehen eine gute Anpassung im Zentrum der Verteilung
einer guten Anpassung an den Rändern vor. Hier wurde daher ein Mischmodell im-
plementiert, welches nicht eine dieser beiden Komponenten zulasten der anderen
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Komponente vorzieht. Auch sind sprunghafte Anstiege der Langlebigkeit extrem
seltene Ereignisse und dazu liegen vergleichsweise wenig historische Daten für die
Schätzung der Parameter vor. Dies konnte mittels der neueren Schätzprozeduren
der EVT umgangen und ein kombinierter Ansatz von Normalverteilung im Zen-
trum und der GPD an den Rändern aufgestellt werden. Die Ergebnisse in diesem
Abschnitt zeigen, dass ein Random-walk die leichten Verbesserungen der Sterbera-
ten gut erklärt und die Überschreitungen ab einem spezifischen Schwellwert einer
Verteilung mit dicken Rändern folgen. Dieser Ansatz ist auch auf andere Länder
übertragbar und erzielt eine gute Anpassung. Diese Methode ermöglicht im Kapitel
5 nicht nur die Vorhersage leichter Verbesserungen der Sterberaten, sondern eben
auch die wichtige Extrapolation von extremen Mortalitätsveränderungen.
Bisher wurde der wichtige Mortalitätsfaktor für eine Population und damit un-
abhängig von anderen Populationen analysiert. Schaut man sich aber die Portfolios
der Versicherungen und Institutionen an, bestehen diese nicht nur aus univaria-
ten Populationen bzw. Ländern, sondern aus einer Mischung verschiedener beliebig
zusammengesetzter Populationen. Ein Finanzmarktinstrument zum Schutz gegen
Mortalitätsrisiken muss dies berücksichtigen. Im folgenden Abschnitt wird der Fo-
kus daher auf die Modellierung des Mortalitätsfaktors im Kontext von multivariaten
Zeitreihen gelegt.
4.5. Globaler Mortalitätsfaktor
Die Weltbevölkerung und vor allem die Industriestaaten werden zunehmend vernetzt
durch Kommunikation, Transport, Handel, Technologie und eben auch Krankheiten
und medizinischen Innovationen. Wilson (2001) dokumentiert in seiner Studie eine
globale Konvergenz der Sterberaten. Es ist mehr und mehr erkennbar, dass die Vor-
hersage von Sterberaten für ein einzelnes Land unabhängig von anderen Ländern
ungeeignet ist. Dies trifft im Speziellen für Regionen in Ländern zu. Unabhängige
Vorhersagen für verschiedene Länder, obgleich mit der gleichen Prozedur, können ei-
ne ansteigende Divergenz der Lebenserwartung mit sich führen. Hiergegen steht der
zu erwartende und auch beobachtete Trend zur Konvergenz der Lebenserwartung
und Sterberaten (Wilson, 2001). Abbildung 4.10 zeigt die Sterberaten 60-jähriger
Männer in den Ländern Deutschland, Finnland, Frankreich, Schweden und den USA.
Klar erkennbar ist die Konvergenz der Sterberaten seit Mitte des vergangenen Jahr-
hunderts.
Wie im Kapitel 3 beschrieben, wurden in der vergangenen Dekade beträchtliche
Anstrengungen bei der Modellierung und Vorhersage von Sterberaten vorgenommen.
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Abbildung 4.10.: Konvergenz der Sterberaten 60-jähriger Männer in den Ländern
Deutschland, Finnland, Frankreich, Schweden und den USA.
Die meisten Arbeiten legen dabei den Fokus auf die Modellierung von stochastischen
Sterberaten für eine Population. Es bestehen allerdings zahlreiche Gründe dafür,
dass zwei oder mehrere Populationen simultan in einem Modell geschätzt werden
sollten. Zum einen kann dann die Konvergenz der Sterberaten bei der Prognose von
mehreren Populationen erzwungen werden. Beispielsweise fordern die handelnden
Institutionen, dass die Vorhersagen für Frauen und Männer einer Population nicht
losgelöst voneinander getätigt werden (R. Lee & Carter, 1992). Falls Vorhersagen
für zwei Populationen jedoch isoliert voneinander getätigt werden, können sich diese
Vorhersagen im zeitlichen Verlauf in einer unbegründbaren Weise kreuzen oder stark
divergieren. Des Weiteren gibt es mittlerweile zahlreiche theoretische Anwendungen,
welche die Verwendung von zwei oder mehreren Populationen zur Grundlage haben.
Der kritische Faktor hierbei ist der Grad an Abhängigkeit bei den Mortalitätsverbes-
serungen im zeitlichen Ablauf (Dahl, Melchior & Moller, 2008; Dahl, Glar & Moller,
2010).
Das einfache Lee-Carter (LC) Modell funktioniert für eine Population oder ein Ge-
schlecht recht passabel. Beschäftigt man sich mit beiden Geschlechtern getrennt, un-
terscheiden sich die Werte für die Parameter αx, βx und κt des LC-Modells für Män-
ner von denen für Frauen erheblich, was zu starken Unterschieden bei der Prognose
der Sterberaten für Männer und Frauen im Verlauf der Zeit führt. R. Lee und Carter
(1992) schlagen in ihrer Studie vor, einen gemeinsamen Mortalitätsfaktor κt für bei-
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de Geschlechter zu wählen. Der geschlechtsspezifische Parameter βx führt jedoch zu
divergierenden Vorhersagen für beide Populationen. Beispielsweise wurde die Ster-
berate für das Jahr 2015 von 25-jährigen Männern mit einem zehn Mal höheren
Wert prognostiziert als die Sterberate für Frauen im gleichen Alter (Girosi & King,
2008). In einer Studie über die Prognose regionaler Sterberaten in Kanada haben
R. Lee und Naults (1993) ebenfalls dieses Divergenzproblem bemerkt. Sie haben
vorgeschlagen, die gleichen Parameter für βx und κt für alle Regionen zu wäh-
len. Dieses Vorgehen hängt aber davon ab, dass die vergangenen Werte für βx
nicht sehr stark zwischen den Regionen variieren. Bei einer ähnlichen Studie von
Tuljapurkar, Li und Boe (2000) wurde das LC-Modell separat auf die G7 Staaten
angewandt. Bei der erfolgten Vorhersage über einen Horizont von 50 Jahren hat sich
die jeweils größte Lücke der Lebenserwartung zwischen diesen Ländern von vier auf
acht Jahre erweitert.
In der zweiten Hälfte des 20. Jahrhunderts wurde ein schnellerer Anstieg der
Lebenserwartung bei Ländern mit hohen Sterberaten verzeichnet (United Nations,
1998). Dieser Trend wurde auch bei den Industriestaaten registriert (J. White, 2002).
Diese Ergebnisse lassen erkennen, dass die Lebenserwartung international nicht di-
vergiert, sondern konvergiert. Falls diese unterschiedlichen Rückgänge bei den Ster-
beraten in der Zukunft anhalten würden, würde die Lebenserwartung zwischen den
Ländern beginnen zu divergieren, da ein vormals mit hohen Sterberaten versehenes
Land mit der Zeit die niedrigsten Sterberaten dauerhaft ausweisen würde. Solch
eine Divergenz der Lebenserwartung ist allerdings bisher nicht beobachtet worden
(Oeppen & Vaupel, 2002). Stattdessen verlangsamt sich das Tempo des Rückgangs
der Sterberaten bei Ländern mit niedrigen Mortalitätsraten (Wilmoth, 1998). Daher
ist eine längerfristige Divergenz der Lebenserwartung unwahrscheinlich. Um diese
Divergenz bei einer Gruppe von Populationen bei der Prognose zu vermeiden, soll-
te das LC-Modell nicht separat für diese Populationen angewendet werden. Neben
der Vermeidung der Divergenz kann eine gemeinsame Modellierung die Vorhersa-
gen der einzelnen Länder verbessern, da zusätzliche Informationen über den Verlauf
der Mortalität, welche in den gleichartigen Populationen vorliegen, genutzt werden
können.
Ein ähnliches Konvergenzkonzept gibt es im Rahmen von wirtschaftlichen Wachs-
tumsgleichgewichten. Hierbei wird unterstellt, dass ärmere Länder, gekennzeichnet
durch ein geringeres Pro-Kopf-Einkommen, langfristig zu den wohlhabenden auf-
schließen, da diese Länder schneller wachsen (höheres Wachstum beim Pro-Kopf-
Einkommen) können. Langfristig führt dies dann zur Konvergenz der Pro-Kopf-
Einkommen, bis sich alle Länder im sogenannten Wachstumsgleichgewicht („steady
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state“) befinden, welches von gewissen Rahmenbedingungen abhängt, wie bspw. der
Sparquote (Solow, 1956). Dieser Konvergenzansatz kann auch auf die Sterberaten
übertragen werden, wobei die Rahmenbedingungen dann andere sind. Der Konver-
genztheorie folgend sollten Populationen mit ähnlichen Bedingungen dann mittel-
fristig konvergierende Sterberaten aufweisen und langfristig zum gleichen Niveau der
Mortalitätsraten gelangen. Mögliche Rahmenbedingungen könnten sein:
• der wirtschaftliche Entwicklungsstand eines Landes (Länder mit einem hohen
Pro-Kopf-Einkommen können mehr Geld in das Gesundheitssystem und Vor-
sorgemaßnahmen investieren),
• die Regierungsform (der Zugang zum Gesundheitssystem wird in zahlreichen
Ländern unterschiedlich gehandhabt und hängt häufig vom politischen System
ab),
• der Bildungsstand (mit steigendem Bildungsgrad nimmt die Aufklärung und
Vorsorge im gesundheitlichen Bereich zu),
• die Kulturform (kulturelle Faktoren wie z.B. bessere medizinische Versorgung,
Umstellung der Lebensgewohnheiten, materieller Wohlstand, körperliches und
mentales Training, entfalten kurzfristig und auch im fortgeschrittenen Alter
noch eine deutliche lebensverlängernde Wirkung (Maier & Vaupel, 2003)
• die geografische Lage und andere.
Eine detailliertere Betrachtung dieser Konvergenztheorie für Sterberaten kann hier
nicht weiter verfolgt werden, da in dieser Arbeit der Ansatz über stochastische Mo-
delle ohne erklärende Variablen erfolgt.
Die angesprochene Vernetzung der Weltbevölkerung spiegelt sich nicht nur beim
Ausbrechen von Epidemien bzw. Pandemien wider, sondern auch im weltweiten me-
dizinischen Fortschritt. Neue wirksame Therapien und Medikamente werden viel-
leicht in einem Land entwickelt und zunächst eingeführt, aber nach einiger Zeit eben
auch in anderen Staaten. Die Globalisierung findet auch in dieser Branche statt, so-
dass insbesondere in den Industriestaaten neue medizinische Entwicklungen schnell
auch in den übrigen Staaten von den international agierenden Konzernen übertra-
gen werden. In der EU findet schon heute ein grenzüberschreitender Handel mit
Gesundheitsleistungen bei Arzneimitteln, Medizintechnik, aber auch bei ambulan-
ten und stationären Leistungen statt. Diese Form der Vernetzung und Entwicklung
im Verlauf der Zeit ist dann auch in einer Art globalem Mortalitätsfaktor erkenn-
bar. Diesen globalen Mortalitätsfaktor kann man dann als den simultanen medizini-
schen Fortschritt in mehreren Populationen interpretieren. Bei einer entsprechenden
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Korrelation
(P-Wert) Deutschland Finnland Frankreich Schweden USA
Deutschland 1,00
Finnland 0,5828 1,00
(0,00)
Frankreich 0,2546 0,5467 1,00
(0,07) (0,00)
Schweden 0,8028 0,6735 0,6267 1,00
(0,00) (0,00) (0,00)
USA 0,9568 0,6962 0,4508 0,9277 1,00
(0,00) (0,00) (0,00) (0,00)
Tabelle 4.9.: Korrelationen des Mortalitätsfaktors zwischen den Ländern Deutsch-
land, Finnland, Frankreich, Schweden und den USA.
Modellierung können dann auch die Unterschiede bei der zeitlichen Entwicklung
des Mortalitätsfaktors als Unterschiede beim medizinischen Fortschritt interpretiert
werden. Dass zwischen den einzelnen Mortalitätsfaktoren κt der Länder Deutsch-
land, Finnland, Frankreich, Schweden und den USA starke positive Zusammenhän-
ge bestehen, gibt Tabelle 4.9 wieder. Sie weist neben dem Korrelationskoeffizienten
auch die P-Werte der zugrunde liegenden t-Teststatistik aus. Bis auf die Korrela-
tion des Mortalitätsfaktors zwischen Deutschland und Frankreich liegt der P-Wert
bei 0,00 und indiziert damit einen signifikanten Korrelationskoeffizienten. Mit Blick
auf die Verläufe der Mortalitätsfaktoren der Länder in Abbildung 4.11 ergibt sich
ein ähnliches Bild. Diese Erkenntnisse werden nun als Grundlage verwendet, um ein
multivariates Mortalitätsmodell zu entwickeln.
4.5.1. Multivariates Lee-Carter Modell
Wie bei den anderen Modellen auch ist die interessierende Variable die Mortalitäts-
rate tmx. Diese von der Zeit und dem Lebensalter abhängige Variable wird um die
Dimension Population zu tmxi erweitert. Damit liegt nun für die Variable Mortali-
tätsrate eine drei-dimensionale Struktur vor, bestehend aus der Zeit t, dem Lebensal-
ter x und der Population i. Der auf dem Lee-Carter Modell aufbauende allgemeine
multivariate Ansatz lautet für zwei Populationen
ln(tmx1) = αx1 + βxκt + βx1κt1 + ǫx1,t (4.9)
ln(tmx2) = αx2 + βxκt + βx2κt2 + ǫx2,t. (4.10)
Das Modell besteht aus zwei stochastischen Faktoren und besitzt eine vergleich-
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Abbildung 4.11.: Verlauf des Mortalitätsfaktors für die Länder Deutschland, Finn-
land, Frankreich, Schweden und die USA.
bare einfache Struktur wie die Modelle von Currie et al. (2004) und Cairns et al.
(2006b). Der Koeffizient αxi ist ähnlich dem Parameter im LC-Modell und bildet die
Basisform der Sterberaten über das Alter x der Individuen ab. Die αxi werden für
jede einzelne Population separat geschätzt, da diese keine langfristige Divergenz der
Sterberaten verursachen und das Basisniveau der Sterberaten in den Populationen
abbilden. Zur Variable für das Basisniveau kommen noch die zwei stochastischen
zeitveränderlichen Komponenten κt und κti hinzu.
Der Faktor κt repräsentiert die Änderungen der Sterberaten über alle Alters-
gruppen und alle Populationen im zeitlichen Verlauf. Wie von Cairns et al. (2006a)
ausgeführt, ist dieser langfristige Prozess nicht „mean reverting“. Der Grund da-
für ist, dass größere Verbesserungen der Sterberaten in einigen Jahren nicht durch
sehr niedrige Raten in anderen Jahren kompensiert werden. Gekoppelt an den glo-
balen Mortalitätsfaktor ist eine altersabhängige Variable βx, welche konstant über
verschiedene Populationen ist. Damit kann die Veränderung des Mortalitätsfaktors
unterschiedlich auf die Altersklassen gewichtet werden. Wie in den Studien von
Currie et al. (2004), Cairns et al. (2006b) und Plat (2009) kann das Modell durch
βx = 1 vereinfacht werden. Man erhält dann einen altersungewichteten globalen
Mortalitätsfaktor.
Die Komponente κti gestattet Unterschiede bei den Änderungen der Mortalitäts-
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raten innerhalb der einzelnen Populationen. Hierdurch wird den historischen Beob-
achtungen Rechnung getragen, dass sich die Sterberaten einzelner Populationen von
denen anderer unterscheiden können. Auch hier kann die Wirkung des zeitlichen Fak-
tors durch den Parameter βxi in Abhängigkeit vom Alter x gewichtet werden. Falls
zwei Populationen mit sehr ähnlichem Muster der Sterberaten vorliegen, können die
Gleichungen 4.9 und 4.10 durch βxi = 0 vereinfacht werden. Die Sterberaten würden
dann nur noch von der Variable für das Grundniveau αxi und dem gemeinsamen
Mortalitätsfaktor beschrieben werden.
Für die Schätzung der Parameter wird die Methode von Brouhns et al. (2002) auf
das multivariate Modell übertragen. Die Anzahl Verstorbener wird dabei über eine
Poissonverteilung wie folgt modelliert:
tDxi ∼ Poisson(tlxi · tmxi) mit tmxi = exp(αxi + βxκt + βxiκti).
Die Koeffizienten werden durch Maximierung der Likelihood-Funktion bestimmt
(Alho, 2000; Brouhns et al., 2002; Wilmoth, 1993). Diese lautet
L(θ) =
∑
i,t,x
{tDxi · ln(tmxi)− tlxi · tmxi}
mit θ = (αxi, βx, κt, βxi, κti) und ln(tmxi) = αxi+βxκt+βxiκti+ ǫxi,t. Die Likelihood
wird über das Newton-Verfahren numerisch bestimmt. Goodman (1979) war der Ers-
te, der diese Prozedur vorgeschlagen hat, um ein log-lineares Modell mit bilinearen
Termen zu schätzen. Im Iterationsschritt υ+1 wird ein Bündel von Parametern ak-
tualisiert, während alle anderen Parameter fix bei ihrem gegenwärtigen Schätzwert
verbleiben, gemäß der Formel
θˆυ+1 = θˆυ − ∂L
υ/∂θ
∂2Lυ/∂θ2
,
mit Lυ = Lυ(θˆυ). Bei der vorliegenden Prozedur gibt es fünf verschiedene Parame-
tersets: αxi, βx, κt, βxi und κti. Das genaue Aktualisierungsschema des Parametersets
befindet sich im Anhang A. Das Kriterium für das Ende des iterativen Verfah-
rens ist eine sehr kleine Änderung des Wertes der Log-Likelihood-Funktion. Wie bei
Cairns et al. (2009) ist diese kleine Änderung mit 10−4 festgelegt. Bei den meisten
stochastischen Modellen liegen Identifikationsprobleme vor, d. h. unterschiedliche
Parametrisierungen führen zu gleichen Werten für ln tmxi (vgl. Kapitel 3.5). Im vor-
liegenden Fall trifft dies, wie auch bei Cairns et al. (2006b), nicht zu. Geeignete
Startwerte für das Verfahren sind κˆt = κˆti = 0, βˆx = βˆxi = 1/k und die Schätzung
der Singulärwertzerlegung
αˆx = ln
tn∏
t=t1
mˆ
1/n
xt ,
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was für αx der Schätzung des logarithmischen geometrischen Mittels der empirischen
Mortalitätsraten entspricht.
Ähnlich vorangegangener Studien kann der Modellansatz über das BIC verglichen
werden (vgl. Abschnitt 3.5.2). Für den 2-Populationenfall wird das BIC wie folgt
definiert:
BIC = l(φˆ)− 1
2
k lnT.
Für das Kriterium wird die Summe der Log-Likelihood-Funktionen beider Populatio-
nen bestimmt und durch die Gesamtanzahl aller Parameter k im 2-Populationenfall
abgestraft. Zu beachten ist, dass die Anzahl der Parameter von βx und κt nur ein-
mal in k einfließen. Verglichen werden kann das Modell mit der Summe der Log-
Likelihood-Funktionen der separaten Schätzungen der Populationen. Da es sich beim
vorliegenden Modell um eine multivariate Erweiterung des Basismodells von Lee-
Carter handelt, kann auch ein LR-Test durchgeführt werden. Dabei wird das ein-
fache Modell (Nullhypothese) gegen die Verallgemeinerung (Alternativhypothese)
getestet (vgl. Abschnitt 3.5.2). Zum besseren Vergleich aller Ergebnisse mit dem
ein-dimensionalen Modell und der besseren Interpretation von κt wird βx = 1 ge-
setzt. Tabelle 4.10 gibt die Werte für die LR-Teststatistik und die kritischen Werte
zu einer Irrtumswahrscheinlichkeit von einem Prozent an. Für die Nullhypothese
wurde jeweils die Summe der Log-Likelihood-Funktion des Lee-Carter Modells bei
separaten Schätzungen eingesetzt. Die Daten sind jeweils für die Altersgruppe 25
bis 99 Jahre und die maximal verfügbaren Jahre17. Für alle Länderkombinationen
lehnt der LR-Test die Nullhypothese ab18. Das verallgemeinerte Modell mit der zu-
sätzlichen Komponente κt ist damit statistisch gerechtfertigt.
LR-Teststatistik
(kritischer Wert) Deutschland Finnland Frankreich Schweden
Finnland > 1000
(78,61)
Frankreich > 1000 > 1000
(78,61) (170,42)
Schweden > 1000 > 1000 > 1000
(78,61) (170,42) (239,38)
USA > 1000 > 1000 > 1000 > 1000
(77,38) (105,20) (105,20) (105,20)
Tabelle 4.10.: Likelihood Ratio-Teststatistik für die Länder Deutschland, Finnland,
Frankreich, Schweden und die USA.
17 Beispielsweise werden für Deutschland und Finnland somit die Jahre 1956 bis 2007 und für
Frankreich und Schweden die Jahre 1816 bis 2007 verwendet.
18 Irrtumswahrscheinlichkeit für die kritischen Werte liegen bei einem Prozent.
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Abbildung 4.12.: Verlauf des globalen Mortalitätsfaktors für die Kombination der
Länder Deutschland, Finnland, Frankreich, Schweden und die
USA.
Die Ergebnisse für den Parameter κt können in Abbildung 4.12 betrachtet werden.
Für jede Länderkombination wurde darin der globale Mortalitätsfaktor abgebildet,
welcher aus den Gleichungen 4.9 und 4.10 mit βx = 1 gewonnen wurde. Zum besse-
ren Vergleich wurde eine einheitliche Ordinateneinteilung vorgenommen. Zu erken-
nen ist ein allgemeiner Abwärtstrend des Mortalitätsfaktors bei den Länderpaaren
im Zeitverlauf. Die daraus resultierende Verringerung der Sterberaten kann als glo-
baler medizinischer Fortschritt interpretiert werden. Die aus den jeweils beiden Po-
pulationen ermittelten Mortalitätswerte sind die gemeinsamen Verbesserungen der
Sterberaten in der Beobachtungsperiode. Sie stellt somit die Gemeinsamkeit bei der
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Verringerung der Sterblichkeit dieser beiden Populationen dar. Diese medizinische
Entwicklung ist unterschiedlich stark ausgeprägt bei den Länderkombinationen. Da
die Ordinate bei den Kombinationen gleich skaliert ist, können die unterschiedlichen
Verläufe direkt verglichen werden. Zu beachten bleibt die unterschiedliche Länge der
Beobachtungsperioden bei den Populationen. Die Stärksten, weil steilsten Senkun-
gen der Sterberaten durch den Mortalitätsfaktor im Beobachtungszeitraum treten
zwischen Deutschland & den USA und Schweden & den USA auf. Einzig bei diesen
beiden Kombinationen sinkt der Mortalitätsfaktor von Beginn an, um seit der Jahr-
tausendwende wieder anzusteigen, wodurch ein Anstieg der Sterberaten modelliert
wird. Dieser Effekt wird allerdings in Teilen durch einen gegenläufigen Verlauf der
länderspezifischen Parameter κti kompensiert. Ein großer Abfall zeichnet sich auch
bei den Paaren Deutschland & Finnland, Deutschland & Frankreich und Deutsch-
land & Schweden ab. In den meisten Fällen ist hierbei ein leichter Anstieg in den
ersten Jahren sichtbar, bevor dann eine Reduzierung einsetzt. Eine moderate Ab-
senkung des Faktors ist bei den übrigen Kombinationen erkennbar. Die größte Be-
obachtungsspanne besitzt das Paar Frankreich & Schweden und reicht zurück bis in
das Jahr 1816. Der gemeinsame Pfad zeichnet sich durch einen sehr seichten An-
stieg des Mortalitätsfaktors für die meiste Zeit ab und seit den 1960ern durch eine
Reduktion. Die dargestellten Ergebnisse sind plausibel und lassen sich entsprechend
medizinisch-technologisch interpretieren. Eine gemeinsame Modellierung und vor al-
lem Prognose für ein gemischtes Portfolio von Individuen ist mit diesem Ansatz und
den Erkenntnissen aus den Abschnitten 4.4.1 und 4.4.2 durchführbar.
Eine simultane Betrachtung von mehreren Populationen im Rahmen eines Ster-
beratenmodells ist im Kontext von international agierenden Institutionen ebenfalls
relevant. Die angesprochene Globalisierung führt zu einer Vermischung des Ver-
sichertenpools bei den Konzernen weg von rein nationalen hin zu international ge-
mischten Versichertenportfolios. Deshalb wird hier noch abschließend das Lee-Carter
Basismodell auf n Populationen übertragen. Eine Erweiterung des beschriebenen 2-
Populationen-Modells auf n Populationen ist dabei relativ einfach. In Matrixschreib-
weise kann das Ganze knapp wie folgt beschrieben werden:
ln(tmx1)
ln(tmx2)
...
ln(tmxn)
 =

αx1
αx2
...
αxn
+ βxκt +

κt1 0 · · · 0
0 κt2 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · κtn


βx1
βx2
...
βxn
+

ǫx1,t
ǫx2,t
...
ǫxn,t

Im multivariaten Fall des Lee-Carter Modells bestehen ebenfalls keine Identifika-
tionsprobleme, sodass die vorher beschriebene Schätzprozedur herangezogen werden
kann. Die Ergebnisse des globalen Mortalitätsfaktors sind vergleichbar mit denen
im bivariaten Fall.
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4.5.2. Multivariates Modell mit Kohorteneffekt
Es gibt zahlreiche Populationen, bei denen Kohorteneffekte auftreten (vgl. Abschnitt
3.7). Ein geeignetes multivariates Modell muss daher in der Lage sein, diesem Um-
stand Rechnung zu tragen. Daher wird in das im vorherigen Abschnitt beschriebene
multivariate Lee-Carter Modell die Komponente Kohorteneffekt integriert. Es wird
zunächst wieder der bivariate Fall betrachtet. Da nicht bei jeder Population Kohor-
teneffekte vorliegen, wird eine Dummy-Variable hierfür integriert. Ein entsprechen-
des Modell für den bivariaten Fall mit Kohorteneffekten sieht wie folgt aus:
ln(tmx1) = αx1 + βxκt + β
(1)
x1 κt1 +D1β
(2)
x1 γt−x,1 + ǫx1,t (4.11)
ln(tmx2) = αx2 + βxκt + β
(1)
x2 κt2 +D2β
(2)
x2 γt−x,2 + ǫx2,t. (4.12)
Die ersten drei Terme der Modellgleichungen 4.11 und 4.12 sind wie im vorherigen
Abschnitt definiert. Der letzte Term besteht jeweils aus drei Komponenten: Einer
Dummy-Variable, die indiziert, ob eine Population mit Kohorteneffekten vorliegt
oder nicht. Diese VariableDi erhält eine Eins, falls Kohorteneffekte in der Population
i vorliegen. Bestehen keine Kohorteneffekte, wird Di mit null operationalisiert. Das
Ausmaß des Kohorteneffektes im Jahr t wird über den Parameter γt−x,i bestimmt.
Die Einflüsse, die im zeitlichen Verlauf nicht direkt durch den Mortalitätsfaktor
bestimmbar sind, sich aber in der Summe in einer Verbesserung der Sterberaten
in Abhängigkeit vom Geburtsjahrgang widerspiegeln, können durch den Kohorten-
parameter geschätzt werden. Die weitergehende altersabhängige Modellierung des
Kohortenparameters kann durch den Parametervektor β(2)xi erzielt werden. Das vor-
liegende stochastische Mortalitätsmodell hat ein Problem bei der Identifizierbarkeit
bei der Parameterschätzung. Daher werden hier die folgenden Nebenbedingungen
gesetzt: ∑
t
κt = 0,∑
xi
βxi = 1,∑
xi,t
γt−x,i = 0 und
∑
xi
β
(2)
xi = 1.
Die erste und dritte Bedingung bedeutet, dass die Schätzer von αxi näherungs-
weise dem Mittelwert ln(tmxi) über der Zeit entsprechen. Die zweite und vierte
Nebenbedingung haben keine Auswirkung auf die Güte der Schätzung und dienen
nur zur Justierung der Modellparameter. Die Schätzung der Parameter ist etwas
komplizierter, da die vier Faktoren durch die Beziehung „Kohorte=Periode - Alter“
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verbunden sind. Eine zweistufige Schätzung findet hier Anwendung. αxi, βx, κt, β
(1)
xi
und κti werden zunächst wie im vorherigen Ansatz bestimmt. Angeschlossen wird
dann ein weiteres iteratives Verfahren, wobei D(tyx, tyˆx) konvergieren muss. Mit
tyxi = ln(tmxi) und
D(tyxi, tyˆxi) =
∑
i,x,t
2ωi,x,t
∫
tyxi
tyˆxi
tyxi − u
V (u)
du =
∑
i,x,t
2ωi,x,t(tyxi − tyˆxi)2.
LR-Teststatistik
(kritischer Wert) Deutschland Finnland Frankreich Schweden USA
Deutschland > 1000
(249,44)
Finnland 486,37 > 1000
(78,61) (321,47)
Frankreich 906,88 > 1000 > 1000
(78,61) (170,42) (402,49)
Schweden 503,38 > 1000 > 1000 > 1000
(78,61) (170,42) (239,38) (403,58)
USA > 1000 > 1000 > 1000 > 1000 > 1000
(77,38) (105,20) (105,20) (105,20) (272,82)
Tabelle 4.11.: Likelihood Ratio-Teststatistik auf Kohorteneffekte (Hauptdiagonale)
und globalem Mortalitätsfaktor (unteres Dreieck der Matrix) für die
Länderpaare Deutschland, Finnland, Frankreich, Schweden und die
USA.
Der präsentierte Ansatz wird wieder auf den gleichen Datensatz wie im vorher-
gehenden Abschnitt angewandt. In einem ersten Schritt wird untersucht, ob eine
Integration des Kohorteneffektes bei den jeweiligen Ländern bei den vorliegenden
Beobachtungen gerechtfertigt ist. Für die Länder Deutschland und Frankreich wird
die Aufnahme eines Kohortenparameters durch zahlreiche Studien unterstützt (vgl.
Abschnitt 3.7). Außerdem wurde in Kapitel 3 gezeigt, dass das Modell von Renshaw
und Haberman für Deutschland die besten Ergebnisse liefert, welches eben diesen
Effekt implementiert hat. Die statistische Überprüfung der Eignung wird über einen
LR-Test durchgeführt. Die Ergebnisse der Vergleiche zwischen dem Lee-Carter Ba-
sismodell und der Erweiterung durch Kohorteneffekte für die jeweiligen Länder be-
finden sich auf der Hauptdiagonalen der Tabelle 4.11. Zu erkennen ist, dass für alle
Länder während der Beobachtungsperiode die Berücksichtigung von Kohorteneffek-
ten sehr wichtig ist, da es dadurch zu einer sehr starken Senkung des Likelihood-
wertes kommt. Diese Ergebnisse stehen im Einklang mit denen in der Literatur und
denen der vorherigen Abschnitte in dieser Arbeit. Tabelle 4.11 beinhaltet auch gleich
die Ergebnisse der Integration des globalen Mortalitätsparameters bei den jeweiligen
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Länderkombinationen. Wie bereits im letzten Abschnitt kann auch hier die Nullhy-
pothese bei Weitem abgelehnt und die Alternativhypothese des verallgemeinerten
Modells benutzt werden19. Die Ergebnisse für den bivariaten Mortalitätsfaktor sind
wieder grafisch aufbereitet und in der Abbildung 4.13 gegeben.
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Abbildung 4.13.: Verlauf des globalen Mortalitätsfaktors für die Kombination der
Länder Deutschland, Finnland, Frankreich, Schweden und die USA
mit Kohorteneffekten.
In den Grafiken konnte diesmal keine einheitliche Skalierung gewählt werden, da
die Werte der Koeffizienten bei einigen Kombinationen zwischen +100 und −100 und
bei anderen nur zwischen +10 und −30 schwanken. Diese starke Streuung würde bei
einheitlicher Skalierung die Aussagekraft der Abbildungen zu stark einschränken. Die
19 Die Irrtumswahrscheinlichkeit für die kritischen Werte liegen wieder bei einem Prozent.
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starke Streuung wird durch die Erweiterung des Modells um den Faktor Kohorten
verursacht. Da ein großer Erklärungsgehalt der Sterberaten in den Kohorteneffekten
liegt und diese nun beschrieben werden, können die Parameter des globalen Morta-
litätsfaktors freier variieren. In den Länderpaarungen mit Deutschland, welche den
kürzesten Beobachtungszeitraum vorweisen, ist der Verlauf des Mortalitätsfaktors
sehr ähnlich. In den ersten Jahren gibt es einen Anstieg des Koeffizienten, ehe dieser
dann gegen Ende der 1960er-Jahre stark abfällt. Durch die Integration des Kohorten-
effektes variieren die Schätzungen zwischen den Länderkombinationen weniger als
im Vergleich zur Abbildung 4.12. Die nächsten fünf Länderpaare (von Finnland &
Frankreich bis Frankreich & USA) kennzeichnet ein zu Beginn moderates Absenken
des globalen Mortalitätsfaktors und im weiteren Beobachtungsverlauf eine immer
weiter zunehmende Reduzierung dieses Faktors. Die Ergebnisse des Paares Schwe-
den & USA fallen hier ein wenig aus dem Rahmen. Es gibt kein klares Bild über
eine Reduzierung oder einen Anstieg des globalen Mortalitätsfaktors, stattdessen
eine längerfristige Seitwärtsbewegung um den Wert null herum. Die entsprechende
Grafik aus dem vorherigen Abschnitt hat noch einen langfristigen Abwärtstrend er-
kennen lassen. Insgesamt ist bei den Grafiken ein starker gemeinsamer Abwärtstrend
des globalen Mortalitätsfaktors ersichtlich, der mit dem weltweiten technologischen
Fortschritt in der Medizin einhergeht.
Abschließend wird noch die Erweiterung des Ansatzes vom bivariaten zum mul-
tivariaten Fall betrachtet. Die entsprechende Überführung in Matrixschreibweise ist
recht simpel und lautet wie folgt:

ln(tmx1)
ln(tmx2)
...
ln(tmxn)
 =

αx1
αx2
...
αxn
+ βxκt +

κt1 0 · · · 0
0 κt2 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · κtn


β
(1)
x1
β
(1)
x2
...
β(1)xn

+

γt−x,1 0 · · · 0
0 γt−x,2 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · γt−x,n


β
(2)
x1
β
(2)
x2
...
β(2)xn
+

ǫx1,t
ǫx2,t
...
ǫxn,t
 .
Die Vektoren sind entsprechend wie oben zu interpretieren und unterliegen den
gleichen Restriktionen bei der Parameterschätzung wie beschrieben.
Die im Abschnitt 4.5 präsentierte Methode zielt darauf ab, die Sterberaten und
hier insbesondere einen Mortalitätsfaktor von mehreren Populationen auf Grundlage
einer gemeinsamen Schätzung zu modellieren und zu prognostizieren. Hierfür nutzt
man die Informationen über die gemeinsame Entwicklung und deren Altersstruktur
und lässt gleichzeitig individuelle Unterschiede in den Niveaus, den Altersstrukturen
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und Trends zu. Populationen, die recht ähnlich zueinander sind und gruppiert wer-
den, können dennoch abweichende Mortalitätsraten aufweisen. Man kann allerdings
erwarten, dass diese historischen Abweichungen nicht langfristig in der Zukunft zu
einer zunehmenden Divergenz führen, sondern dass die beobachteten Abweichungen
im weiteren zeitlichen Verlauf auslaufen.
Populationen, die stark (geografisch) vernetzt sind und vergleichbare sozioökono-
mische Rahmenbedingungen besitzen und diese in der Zukunft auch aufweisen, kön-
nen im Rahmen dieses Konzeptes gruppiert werden. Offensichtlich ist diese Grund-
annahme sehr vage und hängt von den subjektiven Einschätzungen eines Betrach-
ters ab. Allerdings treffen diese Annahmen in der Regel bei der Kombination der
Populationen für Männer und Frauen zu. Eine in diesem Zusammenhang erkennt-
nisreiche Untersuchung wäre die Analyse der geschlechtsspezifischen Sterberaten in
Bezug auf das unterschiedliche Raucherverhalten in zahlreichen Industrienationen.20
Die hier betrachteten fünf Länder erfüllen diese Kriterien recht gut, obgleich sicher-
lich geringe sozioökonomische Unterschiede vorherrschen und einige Länder stärker
untereinander vernetzt sind als andere. Der Wandel hin zur regionalen Integration
und vor allem Globalisierung verstärkt den Trend zur Konvergenz der Sterberaten,
weshalb eine Divergenz in diesem beschriebenen Umfeld nicht zu erwarten ist. In
einigen Fällen kann man erwarten, dass Populationen eine abweichende Entwick-
lung der Sterberaten im Vergleich zu einer Referenzpopulation in der Vergangenheit
aufweisen, sich in der Zukunft aber dieser angleichen. Mit dem hier präsentierten
Ansatz kann man statistisch zeigen, ob eine oder mehrere Populationen den Ster-
beraten einer anderen folgen. Allerdings kann diese Entscheidung auch subjektiv
durch Experten getroffen werden. Ein Beispiel hierfür wäre die Annahme zu Zeiten
der Wende über die Konvergenz der Sterberaten der osteuropäischen Staaten zu
denen der westeuropäischen Länder.
Die Prognose gemeinsamer zukünftiger Sterberaten erfolgt analog den bereits be-
schriebenen Verfahren in Kapitel 3. Der globale Mortalitätsfaktor kann in diesem
Zusammenhang wie in Abschnitt 4.4 modelliert werden. Der gemeinsame Faktor κt
ermöglicht, dass die Sterberaten langfristig nicht divergieren, wohingegen die ande-
ren Faktoren kurz- und mittelfristig Schwankungen bei der gemeinsamen Prognose
zulassen.
20 Diese Analyse würde hier zu sehr vom Fokus der Arbeit abweichen und wird daher nicht weiter
verfolgt.
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4.6. Fazit
Da die ARIMA-Prozedur für die stochastischen Komponenten eines Mortalitätsmo-
dells bei der Prognose der Sterberaten unzureichend ist, musste ein neues Modell
entwickelt werden, welches zudem Sprünge in Sterberaten und damit Langlebig-
keitsrisiken explizit abbilden kann. In der Literatur findet man hierfür u. a. Model-
le, bei denen der Mortalitätsfaktor durch dauerhafte Sprungeffekte erweitert wird.
Hierdurch versucht man, die extremen Mortalitätsrisiken von den kleinen zufälligen
Sterberatenschwankungen zu trennen. Eine Modellierung dieser beiden Merkmale in
einem Ansatz ist jedoch ungeeignet für extreme Ereignisse, da der klassische Ansatz
zwar eine gute Anpassung im Zentrum der Daten liefert, dies jedoch zulasten einer
geringen Anpassung an den Rändern. Auch sind sprunghafte Anstiege der Langle-
bigkeit extrem seltene Ereignisse und dazu liegen vergleichsweise wenig historische
Daten für die Schätzung von Parametern vor.
Eine Möglichkeit, die genannten Merkmale in einen Ansatz zu implementieren,
liefert das in diesem Kapitel vorgestellte Mischmodell. Grundlage bilden dabei die
geschätzten Koeffizienten des Mortalitätsfaktors aus dem Renshaw und Haberman
Modell. Das Langlebigkeitsrisiko, welches sich durch eine starke Verringerung der
Sterberaten ausdrückt, resultiert in diesem Zusammenhang aus einer großen negati-
ven Änderung des Mortalitätsfaktors von Periode t zur nachfolgenden Periode t+1.
Mithilfe des Mischmodells, bestehend aus der Normalverteilung im Zentrum und am
oberen Rand und der GPD am unteren Rand der Verteilung, gelingt es, nicht nur
eine gute Anpassung an die historischen Daten zu erzielen, sondern zugleich extre-
me Ereignisse in der Out-of-Sample zu extrapolieren. Zur Beschreibung allgemeiner
Mortalitätsrisiken wird auch ein Mischmodell präsentiert, welches an beiden Rän-
dern auf die GPD zurückgreift. Die Modellierung des unteren Randes der Verteilung
des Mortalitätsfaktors ist ein neuer Ansatz, um das gestiegene Langlebigkeitsrisi-
ko von Individuen abzubilden. Der entwickelte Ansatz ist dabei nicht auf die Daten
von Deutschland beschränkt. Die Analyse der Sterberaten von Finnland, Frankreich,
Schweden und den USA resultieren ebenso in einer verbesserten Anpassung.
Eine weitere Neuerung stellt die Schätzung eines globalen Mortalitätsfaktors dar.
Betrachtet man die Versichertenportfolios von transnationalen Unternehmen, die
nicht aus der Population eines Landes bestehen, sondern aus einer Mischung ver-
schiedener Länder, erscheint es recht intuitiv, ein Sterberatenmodell mit einem ge-
meinsamen Mortalitätsfaktor zu entwickeln. Die zunehmende Vernetzung der Welt-
bevölkerung bringt nicht nur die Konvergenz der Sterberaten mit sich, sondern er-
möglicht auch eine schnellere Ausbreitung von Krankheiten, aber auch von medi-
zinischen Neuerungen. Bei der Entwicklung von mortalitätsbasierten Wertpapieren
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darf diese erkennbare Abhängigkeit zwischen den Sterberaten vergleichbarer Öko-
nomien nicht vernachlässigt werden, anderenfalls kann dies zu Fehlbewertungen von
Mortalitätsrisiken führen. Die Interpretation des globalen Mortalitätsfaktors als si-
multanen medizinischen Fortschritt in mehreren Populationen vereinfacht zudem
das Verständnis für diesen Parameter. Bei der Prognose zukünftiger Sterberaten
über diesen Ansatz gelingt es, die Konvergenz der Mortalitäten bei verschiedenen
Populationen zu erfassen und gleichzeitig kurz- und mittelfristige Schwankungen der
einzelnen Populationen zuzulassen.
Ein vergleichbares Konvergenzkonzept gibt es im Rahmen von wirtschaftlichen
Wachstumsgleichgewichten. Das Wachstum einer jeden Volkswirtschaft konvergiert
dabei gegen einen langfristig gegebenen Punkt (Steady State), der durch bestimmte
Merkmalsausprägungen bestimmt wird. Ob es solche Merkmale auch im Kontext
von Sterberaten und deren Konvergenz gibt, sollte in einer eigenen Studie untersucht
werden.
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Die Theorie des Alternativen Risikotransfers liefert das theoretische Fundament
für eine kapitalmarktorientierte Lösung des Langlebigkeitsrisikos. Versicherer und
Rückversicherungen ergänzen ihr traditionelles Risikogeschäft durch die Risikover-
mittlung. Dies ermöglicht den Gesellschaften effizienter zu operieren und ihre Ver-
sicherungskapazität zu erhöhen (Cowley & Cummins, 2005; S. H. Cox & Lin, 2007;
Froot, 2001). In den beiden letzten Jahrzehnten haben Versicherungsunternehmen
erfolgreich Versicherungsrisiken durch die Ausgabe sogenannter versicherungsbasier-
ter Wertpapiere (ILS für Insurance-linked Securities) auf den Finanzmarkt transfe-
riert (Cummins, Lalonde & Phillips, 2004; Cummins & Weiss, 2009). Seit Kurzem
werden auch Anleihen zum Transfer des Sterberisikos auf den Kapitalmarkt ausge-
geben (vgl. Abschnitt 2.6).
Wertpapiere für Langlebigkeitsrisiken bringen große Bewertungsprobleme mit sich.
In der Finanzwirtschaft erfolgt die Bewertung über die Herstellung von Replica-
ting Portfolios (Black & Scholes, 1973; Merton, 1973) oder über die Existenz eines
eindeutigen risikoneutralen Maßes (J. Cox & Ross, 1976; Harrison & Kreps, 1979;
Harrison & Pliska, 1981) im Kontext von vollkommenen Märkten. Selbst in unvoll-
kommenen Märkten garantiert die Arbitragefreiheit die Existenz von mindestens
einem risikoneutralen Maß. Alternativ kann ein Distortion-Operator, beispielsweise
die Wang-Transformation, zur Schaffung eines risikoneutralen Maßes genutzt wer-
den, mit dem ein neues Finanzprodukt bepreist wird (Wang, 2000, 2002). Das alter-
native Vorgehen über den Versicherungsansatz geht in der Regel von einem risiko-
aversen Investor aus. Diesem wird zur Kompensation des Versicherungsrisikos dann
ein Risikoaufschlag auf den erwarteten Verlust bezahlt. Lane und Movchan (1999)
empfehlen für die Bestimmung des Risikoaufschlages einen kubischen Modellrahmen,
der sich aus den Marktdaten für Katastrophenanleihen1 ableitet. Das Modell verwen-
det die Häufigkeit und Intensität von Verlusten als Risikomaß, deren Integration über
die Cobb-Douglas-Funktion realisiert wird. Langlebigkeitsanleihen sind vergleichbar
mit Cat-Bonds, weshalb das ursprüngliche Modell von Lane und Movchan (1999) in
1 Katastrophenanleihen sind Teil des ILS-Marktes.
175
5. Bepreisung mortalitätsbasierter Wertpapiere
dieser Arbeit erweitert und an die gegebenen Daten angepasst wird.
Inhaltlicher Schwerpunkt in diesem Kapitel sind die theoretischen und empiri-
schen Bewertungsansätze von Anleihen für Mortalitätsrisiken. Bevor auf die in der
Literatur beschriebenen Verfahren eingegangen wird, muss geklärt werden, ob die
Entwicklung der Sterberaten und die Entwicklung der Wirtschaft unabhängig von-
einander vonstattengehen. Ist dem nicht so, muss dieser Umstand mit in den Be-
wertungsansatz einfließen. Nach dem Rückblick auf die vorhandenen Ansätze zur
Bepreisung von mortalitätsbasierten Anleihen wird der in dieser Arbeit genutzte
versicherungsbasierte Bewertungsansatz spezifiziert. Die dafür notwendigen Para-
meter werden aus den aktuellen ILS-Marktdaten geschätzt. Die Kalkulation des
Risikoaufschlages der Langlebigkeitsanleihe mittels des neuen Verfahrens setzt den
Schlusspunkt bei der Modellierung stochastischer Mortalitätsraten und der Verbrie-
fung des Langlebigkeitsrisikos in dieser Arbeit.
5.1. Langlebigkeitsrisiko am Finanzmarkt
Das in der Literatur übliche Vorgehen bei der Kalkulation des Risikoaufschlages ei-
ner mortalitätsbasierten Anleihe unterstellt, dass die Entwicklung der Sterberaten
als unabhängig von der Entwicklung der Ökonomie anzusehen ist. Für die umge-
kehrte Beziehung, Unabhängigkeit der Ökonomie von den Sterberaten, wird dies
ebenfalls unterstellt. Falls eine Abhängigkeit vorliegt, muss dies bei der Berech-
nung der Langlebigkeitsanleihe mit Berücksichtigung finden. Milterson und Persson
(2005) waren die Ersten, die in ihrem zeitstetigen Modellrahmen diese Unabhän-
gigkeit aufgehoben haben. Die Autoren der Studie stimmen zwar zu, dass die ein-
zelnen Todesfälle von Versicherungsnehmern als unabhängig von der Entwicklung
der Finanzmärkte und der Wirtschaft im Allgemeinen betrachtet werden können,
für die Terminstruktur der Mortalitäten gilt dies jedoch nicht. Die Terminstruktur
der Mortalitäten in der Zukunft (bspw. die durchschnittliche Anzahl Verstorbener
pro Zeiteinheit) ist weitgehend von der Entwicklung der allgemeinen Wirtschaft ab-
hängig und damit auch vom Finanzmarkt und den zukünftigen Zinssätzen. Würde
ein solcher Zusammenhang zwischen der Entwicklung der Terminstruktur der Ster-
beraten und der Entwicklung des Finanzmarktes vorliegen, würde der Marktpreis
hierfür von null abweichen. Die Bewertung von entsprechenden mortalitätsbasierten
Wertpapieren müsste auf einer geeigneten Schätzung dieses Marktpreises aufbau-
en. Milterson und Persson (2005) unterlegen diese Argumentation mit einer Studie
von Jan M. Hoem vom Max Planck Institute for Demographic Research. Bei die-
ser Studie wird dargelegt, dass es einen Zusammenhang zwischen den politischen
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Ereignissen der letzten 40 Jahre in Russland und der erwarteten Lebenserwartung
der russischen Bevölkerung gibt. Als zweites Beispiel wird die starke Konvergenz der
jährlichen Sterberaten von Ostdeutschland zum Niveau der Sterberaten von West-
deutschland nach der Wende herangezogen.2
Die Untersuchung von Hanewald (2009) unterstützt diese Argumentation teil-
weise. In der Studie wird für sechs OECD-Länder der Einfluss des Zustandes der
Makroökonomie auf den Mortalitätsindex κt mittels des Lee-Carter Ansatzes ana-
lysiert. Dabei werden teilweise signifikante Korrelationen zwischen dem Index und
dem BIP-Wachstum und der Arbeitslosenrate für den Zeitraum 1950-2005 nachge-
wiesen. Die Studie weist insbesondere einen antizyklischen Verlauf des Zustandes
der Volkswirtschaft und den Mortalitäten nach. Signifikante Beziehungen zwischen
der Makroökonomie und den Mortalitäten werden vorwiegend für extreme Szenarien
beobachtet.
Bevor ein Bewertungsansatz für die vorgeschlagene Langlebigkeitsanleihe erar-
beitet werden kann, muss die Frage beantwortet werden, ob die Entwicklung der
Sterberaten in Deutschland von der Entwicklung der Ökonomie und hier insbeson-
dere vom Finanzmarkt abhängig ist. In den kommenden Abschnitten soll mittels
einer detaillierten Korrelationsanalyse dieser Frage nachgegangen werden.
5.1.1. Abhängigkeiten zu Aktien und Anleihen
Das systematische Risiko von langlebigkeitsbasierten Finanzinstrumenten hängt auch
von der Korrelation zu Standardanlagen ab. Zahlreiche Faktoren suggerieren einen
positiven Zusammenhang zwischen Langlebigkeit und dem Aktienmarkt. Ein An-
stieg der ökonomischen Leistung kann mehr Ressourcen für das Gesundheitssystem
freisetzen und dadurch im Durchschnitt die Lebenserwartung steigern. Umgekehrt
kann eine signifikante wirtschaftliche Schrumpfung die Ressourcen für das Gesund-
heitswesen limitieren und die Möglichkeit der Bürger, Gesundheitspflege zu bezah-
len, einschränken. Beides drückt die Lebenserwartung der Individuen nach unten.
Die Kausalität kann auch in die andere Richtung geführt werden. Niedrigere Ster-
beraten und damit eine bessere Gesundheit erlauben dem Arbeitnehmer mehr Zeit
für produktive Aktivitäten zu widmen, wovon die Wirtschaft profitiert und um um-
kehrt. Epidemien und Katastrophen können auch die Wirtschaft und Langlebigkeit
betreffen, worauf im nächsten Abschnitt eingegangen wird. Es gibt auch weniger
offensichtliche Faktoren, die auf einen negativen Zusammenhang schließen lassen.
Wenn die Lebenserwartung steigt, erleiden die Firmen mit Altersvorsorgerückstel-
lungen einen Anstieg der Verbindlichkeiten, was sich nachteilig auf die Aktienkurse
2 Diese Studie liegt dem Autor nicht vor.
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auswirkt.
Anlagezeitraum
Altersklasse 1 Jahr 2 Jahre 5 Jahre 10 Jahre
Beobachtungszeitraum 1956-2008
25 -0,091 -0,150 -0,231 -0,288
35 -0,116 -0,170 -0,280 -0,255
45 -0,012 -0,024 -0,151 -0,411∗∗
55 0,021 -0,048 -0,021 -0,298∗
65 0,235 0,181 0,089 -0,072
75 -0,021 -0,135 -0,192 -0,509∗∗
85 0,028 0,004 -0,075 -0,245
Beobachtungszeitraum 1956-1989
25 -0,171 -0,238 -0,301 -0,591∗∗
35 -0,102 -0,019 -0,224 -0,531∗∗
45 0,064 0,022 -0,295 -0,562∗∗
55 0,106 -0,007 -0,038 -0,146
65 0,281 0,238 0,133 -0,005
75 0,003 -0,101 -0,289 -0,555∗∗
85 0,103 0,029 -0,153 -0,299
Beobachtungszeitraum 1990-2008
25 0,012 -0,046 -0,155 0,338
35 -0,168 -0,388 -0,403 0,129
45 -0,321 -0,206 0,061 0,445
55 -0,255 -0,190 -0,046 -0,074
65 0,080 0,000 -0,034 0,353
75 -0,069 -0,238 -0,113 -0,010
85 -0,059 -0,058 -0,027 0,315
P-Wert: ** <0,01 * <0,05
Tabelle 5.1.: Korrelation zwischen den Veränderungen der Mortalitätsraten deut-
scher Männer und den Renditen des Deutschen Aktienindex
Um die empirische Bedeutung der sich beeinflussenden Faktoren abzuwägen, wird
an dieser Stelle auf die Daten geschaut. Idealerweise würde man hierfür eine län-
gere Zeitreihe von hochfrequenten Preisen von reinen Langlebigkeitsanleihen unter-
suchen. Allerdings stehen solche Beobachtungen nicht zur Verfügung. Stattdessen
werden die Mortalitätsraten zur Analyse herangezogen. Tabelle 5.1 fasst die Korre-
lationskoeffizienten zwischen den Veränderungen deutscher Sterberaten für verschie-
dene Altersgruppen und den Renditen des Deutschen Aktienindex für verschiedene
Zeiträume zusammen. Insgesamt schwanken die Korrelationskoeffizienten um die
null herum mit der Spannweite von -0,509 bis 0,235 für den vollständigen Beobach-
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tungszeitraum. Bis auf vereinzelte Koeffizienten besteht keine statistisch signifikante
Abweichung von der null bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von fünf Prozent3. Die-
ses Resultat ist nicht sehr überraschend, schaut man sich die in der Regel langsamen
Änderungen der Sterberaten im Zeitverlauf an und die große Menge an Faktoren,
die den Aktienpreis beeinflussen. Auffallend ist, dass in der Gesamtstichprobe mehr
als drei Viertel aller Koeffizienten ein negatives Vorzeichen aufweisen. Man kann
daraus interpretieren, dass der Zusammenhang tendenziell negativer Natur ist.
Einige Vorbehalte bzgl. der dargelegten Analyse müssen an dieser Stelle vorge-
bracht werden. Investoren von Langlebigkeitsanlagen sind von der Korrelation zwi-
schen den Preisen ihrer Vermögensanlagen und den Preisen von Langlebigkeitsin-
strumenten betroffen und nicht von der Langlebigkeit selbst. Der Unterschied leitet
sich aus zwei Gründen ab. Erstens können Veränderungen der Sterberaten erwar-
tet werden. Dadurch führen Änderungen in den Mortalitätsraten nicht zwangsläufig
zu Änderungen des Preises der Finanzanlagen. Betrachtet man zweitens nur die
Veränderung der Sterberaten, ignoriert man mögliche temporäre Schwankungen des
Preises der Langlebigkeitsanlage sowie der Prämie des Langlebigkeitsrisikos, hervor-
gerufen durch erwartete zukünftige Änderungen der Sterberaten. Um dieses Problem
zu überwinden, wird auf eine Studie von Ribeiro und di Pietro (2009) zurückgegrif-
fen. Darin wurden die Preise von Sofortrenten für 65-Jährige in Großbritannien seit
dem Jahre 1991 untersucht. Der Preis einer solchen Rente bemisst sich nicht nur
nach der verbleibenden Lebenserwartung, sondern auch nach dem aktuellen Zins-
niveau. Aus den ihnen vorliegenden Daten haben sie die Rendite der Sofortrente,
welche ausschließlich durch das Langlebigkeitsrisiko verursacht wird, extrahiert. Die
Korrelation von diesen Daten und dem FTSE 100 im Zeitraum 1991 - 2009 lag für die
gesamte Stichprobe gerade einmal bei 0,05. Die einzelnen Werte variierten zwischen
-0,28 bis 0,21. Diese Ergebnisse stehen in Einklang mit den obigen Resultaten und
untermauern, dass die Änderungen der Sterberaten unabhängig von Schwankungen
der Aktienpreise sind.
Abschließend wird noch auf die Beziehung zwischen Langlebigkeit und Anleihen
geschaut. Wie in der vorherigen Analyse werden wieder Korrelationskoeffizienten er-
mittelt, diesmal zwischen den Änderungen der Sterberaten spezifizierter Altersklas-
sen und den Umlaufrenditen öffentlicher deutscher Pfandbriefe4. Beim Blick auf die
Ergebnisse in Tabelle 5.2 ergibt sich ein ähnliches Bild zur Analyse mit dem Aktien-
index. Insgesamt schwanken die Korrelationskoeffizienten um die Null herum, mit
der Spannweite von -0,160 bis 0,706 für den vollständigen Beobachtungszeitraum.
3 Ähnliche Ergebnisse zeigen sich bei der Analyse von Daten für deutsche Frauen und für die
Daten der USA.
4 Daten stammen von der Deutschen Bundesbank.
179
5. Bepreisung mortalitätsbasierter Wertpapiere
Anlagezeitraum
Altersklasse 1 Jahr 2 Jahre 5 Jahre 10 Jahre
Beobachtungszeitraum 1956-2008
25 0,120 0,109 0,426∗∗ 0,437∗∗
35 0,102 0,285∗ 0,422∗∗ 0,632∗∗
45 -0,022 0,043 0,169 0,622∗∗
55 -0,160 -0,046 0,059 0,475∗∗
65 -0,052 0,064 0,160 0,579∗∗
75 0,015 0,095 0,239 0,706∗∗
85 -0,018 0,101 0,334∗ 0,637∗∗
Beobachtungszeitraum 1956-1989
25 0,058 0,073 0,372∗ 0,424∗
35 -0,087 -0,024 0,182 0,638∗∗
45 -0,042 0,094 0,236 0,667∗∗
55 -0,287 -0,090 0,128 0,265
65 -0,079 0,084 0,213 0,482∗
75 0,042 0,140 0,452∗ 0,677∗∗
85 0,100 0,140 0,331 0,518∗∗
Beobachtungszeitraum 1990-2008
25 0,226 0,152 0,490 0,163
35 0,413 0,625∗∗ 0,652∗∗ 0,575
45 0,001 -0,147 -0,168 -0,232
55 0,243 0,027 -0,442 -0,177
65 -0,011 -0,046 -0,122 0,275
75 -0,034 -0,005 -0,428 0,101
85 -0,183 0,023 0,289 0,358
P-Wert: ** <0,01 * <0,05
Tabelle 5.2.: Korrelation zwischen den Veränderungen der Mortalitätsraten deut-
scher Männer und den Umlaufrenditen öffentlicher Pfandbriefe
Eine Signifikanz der Koeffizienten zu einer Irrtumswahrscheinlichkeit von fünf Pro-
zent ist nur bei einigen wenigen gegeben. Im Gegensatz zur vorherigen Analyse ist
die Mehrzahl der Werte mit einem positiven Betrag versehen und weniger als ein
Fünftel mit einem negativen Vorzeichen.
5.1.2. Finanzmärkte bei extremen Ereignissen
Die Analyse im letzten Abschnitt hat gezeigt, dass sehr geringe Korrelationen zwi-
schen Langlebigkeit und Aktienindizes bzw. Anleihen vorliegen und man höchstens
die Vorzeichen deuten kann. Diese Korrelationsanalyse ignorierte jedoch mögliche
Abhängigkeiten von Ereignissen an den Rändern der Verteilungen. Hierzu werden
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wieder die Mortalitätsraten und die Aktienindizes verwendet. Bezug nehmend auf
eine aktuelle Studie der Weltbank kann das weltweite Bruttoinlandsprodukt bei
einer ernsten globalen Pandemie um 4,8 Prozent innerhalb eines Jahres schrump-
fen (Burns, van der Mensbrugghe & Timmer, 2008). Eine moderate Pandemie, ähn-
lich der Asiatischen Grippe von 1957, würde die Weltwirtschaft um zwei Prozent
schrumpfen lassen. Eine schwache Performance der Aktienmärkte hierbei ist nach-
vollziehbar5. Während der SARS-Epidemie bspw. sanken die Kurse an der Börse
in Hongkong drastisch, insbesondere in den Wirtschaftszweigen, die direkt betroffen
waren wie der Transportsektor (vgl. Abbildung 5.1). Das Gros der Kurse erholte sich,
sobald sich die Angst einer großen Epidemie legte. Während bei der SARS-Epidemie
774 Menschen verstorben sind, schätzt die Weltbank bei einer bedeutenden Pande-
mie die Opferzahlen auf 70 Millionen (Burns et al., 2008).
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Abbildung 5.1.: Einfluss der SARS-Epidemie auf den Aktienindex in Hongkong und
den Transportsektor
Um den Einfluss von seltenen Ereignissen zu greifen, werden diese an den Rändern
der Verteilungen von Mortalitätsraten und Aktienmärkten betrachtet. Hierfür wer-
den Daten aus Deutschland und den USA genutzt. Der Zeitraum für Deutschland
reicht wieder von 1956 bis 2008, bei den USA reicht die Spanne von 1900 bis 2008.
Bei beiden Stichproben werden die extremen Änderungen der Sterberaten und die
extremen Kursänderungen ausgewertet. Um extreme Änderungen der Sterberaten
5 Der Einfluss der Spanischen Grippe von 1918, welche 50 bis 100 Millionen Opfer forderte, ist
nicht klar zu bestimmen. Die negativen Folgen der Krankheit wurden durch das Ende des
Ersten Weltkrieges aufgewogen.
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hier herauszufiltern, die nicht nur vorherige Schwankungen der Sterberaten rück-
gängig machen, werden hier die Veränderungen in zwei Beobachtungszeiträumen
bestimmt6. Im Speziellen werden die Sterberaten als extrem angesehen, bei denen
• die Veränderung der Sterberaten7 im Vergleich zum Vorjahr über dem halben
Wert der Standardabweichung der Sterberaten liegt und gleichzeitig
• die Abweichung von einem fünfjährigen Mittelwert der Sterberaten größer als
der halbe Wert der Standardabweichung beträgt.
Das bringt für Deutschland 2 extreme Anstiege und 3 extreme Senkungen der Ster-
beraten. Für die USA erhält man entsprechend 9 bzw. 3 Beobachtungen.
Veränderung der Rendite am
Mortalitätsanstieg Mortalitätsrate Aktienmarkt
Deutschland USA Deutschland USA
Durchschnitt -0,36 % -1,60 % 8,10 % 4,87 %
Durchschnitt bei extremen Anstieg 3,31 % 5,83 % 24,75 % -4,57 %
darauf folgende 5 Jahre - - 2,6 % -1,41 %
Anzahl an Beobachtungen 2 9 2 9
Tabelle 5.3.: Rendite am jeweiligen Aktienmarkt nach extremen Anstieg der Morta-
litätsraten, logarithmierte Änderung der Sterberaten für Männer über
alle Altersgruppen, für Deutschland jährliche Daten von 1956 bis 2008,
für USA jährliche Daten von 1900 bis 2008
Tabelle 5.3 und 5.4 fasst die Performance der jeweiligen Heimataktienmärkte nach
einem extremen Anstieg oder Abfall der Mortalitätsraten zusammen. Für die bei-
den Länder ergibt sich ein konträres Bild. Ein starker Anstieg der Sterberaten in
den USA führt in dem gleichen Jahr zu Kursverlusten (Tabelle 5.3, Spalte 5), ge-
folgt von einer negativen Rendite für einen Anlagehorizont von fünf Jahren. Auf
eine extreme Senkung der Mortalitätsraten folgen im gleichen Jahr und für die fünf
folgenden Jahre überdurchschnittliche Erträge (Tabelle 5.4, Spalte 5). Für Deutsch-
land sieht das Bild anders aus, was auch der geringen Datenmenge geschuldet ist. In
dem Jahr mit einem extremen Anstieg der Sterberaten werden sehr hohe Renditen
erzielt. Für die darauf folgenden fünf Jahre liegt der Ertrag dagegen deutlich unter
dem Durchschnitt. Auf Mortalitätssenkungen reagiert der Aktienmarkt scheinbar
6 Hohen Werten von Sterberaten in einem Jahr folgen häufig niedrigere Werte in den folgenden
Jahren, was sich in einem negativen Autokorrelationskoeffizienten zeigt. Eine Erklärung ist,
dass die Überlebenden im Durchschnitt gesünder sind und damit eine höhere Wahrscheinlich-
keit haben weiter zu leben. Eine andere Erklärung ist, dass Individuen, die im nächsten Jahr
verstorben wären, bereits im aktuellen Jahr verschieden sind.
7 Es werden hier die durchschnittlichen Sterberaten über alle Altersklassen herangezogen.
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Veränderung der Rendite am
Mortalitätssenkung Mortalitätsrate Aktienmarkt
Deutschland USA Deutschland USA
Durchschnitt -0,36 % -1,60 % 8,10 % 4,87 %
Durchschnitt bei extremer Senkung -4,21 % -9,24 % 1,46 % 13,18 %
darauf folgende 5 Jahre - - 5,33 % 9,96 %
Anzahl an Beobachtungen 3 3 3 3
Tabelle 5.4.: Rendite am jeweiligen Aktienmarkt nach extremer Senkung der Morta-
litätsraten, logarithmierte Änderung der Sterberaten für Männer über
alle Altersgruppen, für Deutschland jährliche Daten von 1956 bis 2008,
für USA jährliche Daten von 1900 bis 2008
mit sehr niedrigen Renditen im gleichen und in den nächsten fünf Jahren. Aus den
Ergebnissen kann man schlussfolgern, dass nicht nur in normalen Zeiten die Korrela-
tion zwischen Sterberaten und Aktienmarktentwicklung nahe bei null liegt, sondern
auch bei extremen Ereignissen. Dieses Resultat muss bei der Bepreisung von morta-
litätsbasierten Derivaten berücksichtigt werden, da sich hieraus die Unabhängigkeit
der Risikoprämien des Mortalitätsrisikos und des Zinsrisikos ableitet.
Rendite am Veränderung der
Kursverlust Aktienmarkt Mortalitätsrate
Deutschland USA Deutschland USA
Durchschnitt 8,10 % 4,87 % -0,36 % -1,60 %
Durchschnitt bei Kursverlust -21,10 % -23,30 % -0,63 % -1,39 %
darauf folgende 5 Jahre - - -0,41 % -1,46 %
Anzahl an Beobachtungen 14 27 14 27
Tabelle 5.5.: Mortalitätsraten in den jeweiligen Ländern nach extremen Kursver-
lusten, logarithmierte Änderung der Sterberaten für Männer über alle
Altersgruppen, für Deutschland jährliche Daten von 1956 bis 2008, für
die USA jährliche Daten von 1900 bis 2008
Zur Vervollständigung dieser Analyse werden die Entwicklungen der Sterberaten
nach einem starken Abfall der Aktienkurse ausgewertet8. Tabelle 5.5 beinhaltet die
Ergebnisse für beide Länder sowie die Erkenntnis, dass keine Beziehung zwischen ei-
nem extremen Kursverlust und den Sterberaten sichtbar ist. Bei der Bewertung der
Langlebigkeitsanleihe können auf Grundlage dieser Ergebnisse das Zinsrisiko und
das Langlebigkeitsrisiko separat betrachtet werden. Im weiteren Verlauf dieser Ar-
beit wird daher angenommen, dass keine Abhängigkeiten zwischen der Entwicklung
8 Als extreme Ereignisse werden solche angesehen, bei denen die Rendite um mindestens den
halben Wert der Standardabweichung von der langfristigen Rendite abweicht.
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der Ökonomie und der Entwicklung der Sterberaten vorherrschen. Hierdurch kann
die Risikoprämie für die Investoren in einen Zinsrisikoaufschlag und einen Langle-
bigkeitsrisikoaufschlag getrennt werden.
5.2. Theoretische Bewertungsansätze
Im folgenden Abschnitt werden einige theoretische Ansätze zur Bewertung von Mor-
talitätsderivaten beschrieben. Grundlegend dabei ist die sehr vereinfachende Annah-
me, dass die Sterbeintensität zum Zeitpunkt t, µ(t, x) beobachtbar für alle Alters-
gruppen x zur Zeit t ist. In der Praxis kann µ(t, x) nur näherungsweise von einer
gegebenen Menge an Daten bestimmt werden, welche teilweise erst Monate oder
Jahre nach dem Ereignis zur Verfügung stehen. Diese zum Operationalisieren der
Bewertungsansätze notwendige Annahme ist in der Praxis noch immer ungelöst.
Als Grundbaustein zur Modellierung verwenden u. a. Cairns et al. (2006a) eine
Reihe von indexbasierten Nullkupon-Langlebigkeitsanleihen. Die Indizes orientieren
sich dabei an den Überlebenswahrscheinlichkeiten von verschiedenen Altersklassen.
Der allgemeine Survivorindex ist dann mit
S(u, x) = exp
(
−
∫ u
0
µ(t, x+ t)dt
)
definiert. Wenn µ(t, x) als deterministisch betrachtet wird, ist S(u, x) gleich der
Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum im Alter x zum Zeitpunkt t = 0 bis zum
Alter x + u überlebt. Ähnlich hierzu beträgt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Indi-
viduum im Alter x zur Zeit t1 bis zum Zeitpunkt t2 überlebt,
S(t2, x− t1)
S(t1, x− t1) .
Der Fokus hier liegt allerdings in der Betrachtung von stochastischen Sterberaten,
sodass S(u, x) ab dem Zeitpunkt 0 als Zufallsvariable interpretiert wird. Für diesen
Fall kann S(u, x) immer noch als Überlebenswahrscheinlichkeit angesehen werden,
wenn auch als eine, die zur Zeit t beobachtet werden kann und nicht zum Zeit-
punkt 0. Durch die Bildung des Erwartungswertes der Zufallsvariable S(t, x) kann
die Überlebenswahrscheinlichkeit bestimmt werden. Cairns et al. (2006a) zeigen dies
durch eine Kombination von Indikatorzufallsvariablen und bedingtem Erwartungs-
wert. Hierfür wird ein Individuum im Alter x zum Zeitpunkt 0 betrachtet. Sei nun
Yx(u) eine Markov-Kette, die den Wert eins annimmt, falls das Individuum zur Zeit
u noch lebt. Sei außerdem Mt die Filtration erzeugt aus der Entwicklung der Ter-
minstruktur der Sterbeintensität µ(u, x) bis zum Zeitpunkt t. Die reale oder wahre
184
5. Bepreisung mortalitätsbasierter Wertpapiere
Überlebenswahrscheinlichkeit, gemessen zur Zeit 0, dass ein Individuum im Alter x
zum Zeitpunkt 0 bis zur Zeit u überlebt, ist
pP (0, u, x) = EP [Yx(u)] = EP [EPYx(u)|Mu] = EP [S(u, x)],
mit P als realem Wahrscheinlichkeitsmaß. Allgemeiner kann die Überlebenswahr-
scheinlichkeit zur Zeit t wie folgt definiert werden. Sei pP (t, u, x) die Wahrschein-
lichkeit unter P zur Zeit 0, dass ein Individuum im Alter x zum Zeitpunkt t noch
bis u überlebt:
pP (t, u, x) = EP [Yx(u)|Yx(t) = 1,Mt] = EP
[
S(u, x)
S(t, x)
∣∣∣∣∣Mt
]
.
Cairns et al. (2006a) ziehen hier Parallelen zu anderen Finanzmarktprodukten und
argumentieren, dass aufgrund des systematischen Mortalitätsrisikos das risikoneu-
trale Wahrscheinlichkeitsmaß Q benutzt werden sollte. Dieses unterscheidet sich vom
realen Maß P und ist notwendig, um Arbitragefreiheit zu gewährleisten (Cairns et al.,
2006a). Sei nun unterstellt, dass das Maß Q aufgrund eines unvollkommenen Mark-
tes nicht eindeutig determiniert ist. Stattdessen wird die Wahl von Q ein Teil des
Modellierungsprozesses. Die explizite Verwendung des risikoneutralen Maßes Q zur
Bewertung - selbst bei hochgradig illiquiden Märkten oder hohen Transaktionskos-
ten - gewährleistet, dass der Markt frei von risikoloser Arbitrage bleibt. Weitere
Erläuterungen zur Verbindung von P und Q finden sich in den Arbeiten von Dahl
(2004), Cairns et al. (2006b) und Biffis (2005). Für das alternative risikoneutrale
Wahrscheinlichkeitsmaß Q lautet die entsprechende Überlebenswahrscheinlichkeit:
pQ(t, u, x) = EQ[Yx(u)|Yx(t) = 1,Mt] = EQ
[
S(u, x)
S(t, x)
∣∣∣∣∣Mt
]
.
Nun soll die Bepreisung von index-basierten Nullkupon-Langlebigkeitsanleihen be-
trachtet werden. Grundsätzlich gibt es zum Zeitpunkt 0 für jedes Fälligkeitsdatum
T und jedes Alter x eine Anleihe. Diese wird folgend kurz mit (T, x)-Anleihe notiert.
Ganz allgemein zahlt eine (T, x)-Anleihe die Summe S(T, x) zur Zeit T aus. Diese
Zahlung S(T, x) ist zum Zeitpunkt T beobachtbar. Zur Bewertung solcher Anlei-
hen wird die Terminstruktur von Zinsraten herangezogen. Sei P (t, T ) der Preis zur
Zeit t einer Nullkuponanleihe, welche eine Geldeinheit zur Fälligkeit T zahlt. Die
gegenwärtige Terminzinskurve (forward rate curve) zur Zeit t ist durch
f(t, T ) = − ∂
∂T
logP (t, T )
und der momentane risikofreie Zins durch
r(t) = lim
T→t
f(t, T )
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gegeben (Cairns, 2004b). Der Kassawert entsteht aus dem risikofreien Zinssatz, des-
sen Wert zur Zeit t mit C(t) bezeichnet und durch
dC(t) = r(t)C(t)dt
⇒ C(t) = C(0) exp
(∫ t
0
r(u)du
)
repräsentiert wird. Ft sei nun die Filtration generiert aus der Terminstruktur der
Zinssätze bis zur Zeit t und Ht die kombinierte Filtration für die beiden Termin-
strukturen Zins und Sterberaten.
Gemäß Cairns et al. (2006a) repräsentiert B˜(t, T, x) den Preis zur Zeit t einer
(T, x)-Anleihe, welche den Betrag S(T, x) zum Zeitpunkt T ausgibt. Falls ein risi-
koneutrales Maß Q existiert, das äquivalent zum realen Maß P mit
P (t, T ) = EQ
[
C(t)
C(T )
∣∣∣∣∣Ft
]
und B˜(t, T, x) = EQ
[
C(t)
C(T )
S(T, x)
∣∣∣∣∣Ht
]
(5.1)
für alle t, T , und x ist, dann herrscht Arbitragefreiheit im kombinierten Markt.
Gleichung 5.1 schließt die Gleichung von Milevsky und Promislow (2001) und Dahl
(2004) mit ein.
In der Arbeit von Cairns et al. (2006a) wird die tief greifende Annahme getrof-
fen, dass unter dem risikoneutralen Maß Q die Entwicklung der Terminstruktur der
Sterbeintensität unabhängig vom Verlauf der Terminstruktur der Zinssätze ist. Diese
Annahme bringt erhebliche Erleichterungen bei der Bewertung mit sich. Ob Zins-
sätze und Sterbeintensitäten zusammenhängen, kann wie in Abschnitt 5.1 gesehen,
nicht eindeutig nachgewiesen werden, obgleich es dafür Hinweise gibt. Hebt man die
getroffene Annahme auf, so kann man, wie in der Arbeit von Milterson und Persson
(2005) geschehen, einen Zusammenhang explizit modellieren. Milterson und Persson
(2005) haben hierfür den Ansatz aus Abschnitt 5.2.2 gewählt.
Geht man aber von der Unabhängigkeit aus, ermöglicht dies eine separate Bewer-
tung des Mortalitätsrisikos vom Zinsrisiko. Es folgt intuitiv:
B˜(t, T, x) = EQ
[
C(t)
C(T )
∣∣∣∣∣Ft
]
EQ[S(T, x)|Mt]
= P (t, T )B(t, T, x)
mit B(t, T, x) = EQ[S(T, x)|Mt].
Es folgt weiter, dass B(t, T, x) ein Martingal unter Q ist und die B(t, T, x)-Prozesse
strikt positiv sind. Das ist gleichbedeutend damit, dass kein Ereignis die gesamte
Population tilgen kann. Hieraus lassen sich drei weitere Dinge ableiten:
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• B(t, T, x)/B(t, t, x) = pQ(t, T, x). Da B(t, T, x) als Kassawerte verstanden wer-
den, kann pQ(t, T, x) als Kassa-Überlebenswahrscheinlichkeit aufgefasst wer-
den.
• Mittels B(t, T, x) kann die Terminmortalität bestimmt werden (Dahl, 2004):
µ¯(t, T, x+ T ) = − ∂
∂T
logB(t, T, x). (5.2)
Umgekehrt ermöglicht die Kenntnis der Terminmortalität die Bewertung der
Anleihe:
B(t, T, x)
B(t, t, x)
= exp
[
−
∫ T
t
µ¯(t, u, x+ u)du
]
.
Wählt man T = t, folgt hieraus die Kassamortalität9:
µ(t, x+ t) = µ¯(t, t, x+ t).
Die Termin-Überlebenswahrscheinlichkeit soll an dieser Stelle auch noch de-
finiert werden. pQ(t, T0, T1, x) ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass ein In-
dividuum im Alter x + T0 zum Zeitpunkt T0 lebt und bis zum Zeitpunkt T1
überlebt, gegeben den Informationen über die Sterbeintensität Mt zur Zeit t.
Dies führt letztendlich zu:
pQ(t, T0, T1, x) = exp
[
−
∫ T1
T0
µ¯(t, u, x+ u)du
]
=
B(t, T1, x)
B(t, T0, x)
.
• Es sei nun unterstellt, dass die Dynamik der Mortalitätsstruktur von einer
n-dimensionalen Brownschen Bewegung W˜ (t) unter Q geleitet wird. Die Mar-
tingaleigenschaften von B(t, T, x) zusammen mit der Positivität erlauben die
Aufstellung einer stochastischen Differentialgleichung von B(t, T, x) in der fol-
genden Form:
dB(t, T, x) = B(t, T, x)V (t, T, x)′dW˜ (t),
mit V (t, T, x) als beobachtbarer Prozess, welcher die Volatilitätsstruktur von
B(t, T, x) spezifiziert.
Die Modellierungsansätze zur Beschreibung der Dynamik von B(t, T, x) werden
in den folgenden Abschnitten erörtert. Die Ansätze orientieren sich dabei an den
Modellierungen von Zinssätzen (Cairns, 2004b) und umfassen
9 In der Arbeit von Milterson und Persson (2005) findet sich eine allgemeine Formulierung der
Terminmortalität. Hierbei dürfen die Zinssätze und Sterbeintensitäten voneinander abhängig
sein, sodass die Trennung von B˜(t, T, x) zu P (t, T )B(t, T, x) nicht möglich ist. In ihrer Arbeit
haben die Autoren µ¯(t, T, x+ T ) allgemeiner mit − ∂
∂T
log B˜(t, T, x)− f(t, T ) definiert, wobei
f(t, T ) der Terminzins − ∂
∂T
logP (t, T ) ist. Unter der Annahme der Unabhängigkeit ist diese
Formulierung identisch mit Gleichung 5.2.
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• den „Short-Rate“ Ansatz für die Entwicklung von µ(t, x) (was sich mit den
Short-Rate-Modellen des risikofreien Zinssatzes deckt (J. Cox, Ingersoll & Ross,
1985; Vasicek, 1977; Black & Karasinski, 1991))
• den Terminmortalitätsansatz für die Entwicklung der Terminmortalitätskurve
µ¯(t, T, x+ T ) (entsprechend dem Ansatz von Heath et al. (1992))
• den „positive-mortality“ Ansatz für die Modellierung der Kassa-Überlebens-
wahrscheinlichkeit pQ(t, T, x) (in Anlehnung an den „positive-interest“ Ansatz
von Flesaker und Hughston (1996), vgl. auch Roger (1997) und Rutkowski
(1997)) und
• den Kreditrisikoansatz für die Termin-Überlebenswahrscheinlichkeit (in Anleh-
nung an das LIBOR- und Swap-Marktmodell von Brace, Gatarek und Musiela
(1997), vgl. auch Jamshidian (1997)).
Die nächsten Abschnitte geben einen Einblick in die theoretischen Grundlagen
dieses sehr neuen Forschungsfeldes und erläutern insbesondere die vier genannten
Ansätze. Die Ansätze sind dabei sehr allgemein gehalten und müssen für eine etwaige
Anwendung angepasst werden, ebenso wie die Anpassung an historische Daten und
gegebenenfalls Marktdaten weiteren Forschungsbedarf hervorruft.
5.2.1. Short-Rate-Ansatz
Modelle, die auf diesen Ansatz aufbauen, spezifizieren direkt die Dynamik der Ster-
beintensität µ(t, x). Existierende Modelle für die Terminstruktur der Mortalitäten
mittels des Short-Rate-Ansatzes finden sich in R. Lee und Carter (1992), P. Lee
(2000), Brouhns et al. (2002), Renshaw und Haberman (2003), Cairns et al. (2006b)
für diskrete Zeitpunkte und Milevsky und Promislow (2001), Luciano und Vigna
(2006) in stetiger Zeit. Milevsky und Promislow (2001) nutzen einen vollständigen
Kapitalmarkt in ihrem Modell, um die Preise und Hedgingstrategien für Rentenop-
tionen zu kalkulieren. Dahl (2004) entwickelte eine allgemeine Ein-Faktor-Version
von Gleichung 5.3 und fokussierte seine Arbeit anschließend auf die Klasse der af-
finen Prozesse, welche eine analytische Lösung für pQ(t, T, x) generiert. In stetiger
Zeit wird die Sterbeintensität mittels der stochastischen Differentialgleichung
dµ(t, x) = a(t, x)dt+ b(t, x)′dW˜ (t) (5.3)
angegeben, mit a(t, x) und b(t, x) als beobachtbare Prozesse und W˜ (t) einer n-
dimensionalen Standard-Brownschen Bewegung unter dem risikoneutralen Maß Q10.
10 Die Dynamik, durch Gleichung 5.3 ausgedrückt, wurde von Biffis (2005) um Sprünge erweitert.
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Daraus ergibt sich (vgl. Milevsky und Promislow (2001) und Dahl (2004))11
B(t, T, x)
B(t, t, x)
= pQ(t, T, x) (5.4)
= EQ
[
exp
(
−
∫ T
t
µ(u, x+ u)du
)∣∣∣∣∣Mt
]
. (5.5)
Hieraus ergeben sich folgende Schlussfolgerungen:
• W˜ (t) und b(t, x) sind als n×1 Vektor spezifiziert. Das lässt zu, dass kurzfristige
Änderungen der Terminstruktur der Mortalitäten für verschiedene Altersklas-
sen unterschiedlich ausfallen können. Es ergibt sich daraus, dass die Sterbe-
ratenänderungen bei verschiedenen Altersklassen nicht perfekt korreliert sind.
Unterschiedliche Änderungsraten für verschiedene Altersklassen können auch
durch den Term a(t, x) erzeugt werden.
• a(t, x) und b(t, x) können von anderen Diffusionsprozessen abhängen, welche
selbst wiederum an Mt angepasst sind. Cairns et al. (2006b) bemerken, dass
diese Abhängigkeit b(t, x) = 0 erlaubt und dies einen glatten Verlauf der Mor-
talitätskurve mit sich bringt. Allerdings ist unter dieser Annahme die Morta-
litätskurve noch immer stochastisch, da a(t, x) selbst stochastisch bleibt.
• b(t, x) = 0 ist gleichbedeutend zur Annahme, dass die Volatilitätsfunktion
V (t, T, x) des B(t, T, x)-Prozesses und dessen erste Ableitung nach T gegen
Null konvergiert, wenn T gegen t strebt. Auf diese Weise besitzen die kurz
laufenden Anleihen eine sehr geringe Volatilität.
• Dieser Ansatz integriert auch Modelle, die für µ(t, x) eine parametrische Form
annehmen (bspw. das Gompertz-Makeham Modell, vgl. Abschnitt 3.3.2). Die
Parameter können dabei als Diffusionsprozesse abgebildet werden, was eben
ein Beispiel für die vorher beschriebene Abhängigkeit von a(t, x) und b(t, x)
darstellt.
Der dargestellte Modellrahmen schließt die affine Modellklasse für µ(t, x) von Dahl
(2004) mit ein, bei welchem die Kassa-Überlebenswahrscheinlichkeit in geschlossener
Form mit
pQ(t, T, x) = exp[A0(t, T, x)− A1(t, T, x)µ(t, x+ t)]
für n = 1 Dimensionen beschrieben wird. Dahl (2004) gibt hinreichende Bedin-
gungen für a(t, x) und b(t, x) an, welche in der affinen Darstellung von pQ(t, T, x)
11 Möchte man die Kassa-Überlebenswahrscheinlichkeit pQ(t, t+1, x) oder die Kassa-Sterberaten
qQ(t, t + 1, x) = 1 − pQ(t, t + 1, x) in diskreter Zeit modellieren, lautet das Äquivalent von
Gleichung 5.5 in diskreter Zeit pQ(t, T, x) = EQ[pQ(t, t+ 1, x)× . . .× pQ(T − 1, T, x)|Mt].
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mündet. Diese Bedingungen lehnen sich an die von Duffie und Kan (1996) für Zins-
ratenmodelle an. Eine stückweise Verallgemeinerung von Gleichung 5.3 zu einem
bidimensionalen Prozess befindet sich bei Biffis und Millossovich (2006). Ihr Mo-
dellansatz für µ(t, x) läuft über ein Markov-Netzwerk (Markov random field). Das
in ihrer Arbeit beschriebene Beispiel ist an eine Version des Markov-Netzwerkes
mit einer autoregressiven quadratischen Terminstruktur gekoppelt. Untersuchungen
hierzu finden sich auch in Ahn, Dittmar und Gallant (2002) und Roger (1997) (vgl.
Cairns (2004b)).
5.2.2. Terminmortalitätsansatz
Das nächste Set von Modellen beschäftigt sich mit Terminmortalitäten, wobei zu-
nächst die risikoneutrale Dynamik und anschließend die reale Dynamik erörtert wer-
den.
Risikoneutrale Entwicklung Angenommen es liegen zwei stochastische Differenti-
algleichungen mit folgender Spezifikation vor:
dB(t, T, x) = B(t, T, x)V (t, T, x)′dW˜ (t) (5.6)
und dµ¯(t, T, x+ T ) = α(t, T, x+ T )dt+ β(t, T, x+ T )′dW˜ (t), (5.7)
mit V (t, T, x), α(t, T, x + T ) und β(t, T, x + T ) als beobachtbare Prozesse.
Es stellt sich nun die Frage, ob diese Prozesse V (t, T, x), α(t, T, x + T ) und
β(t, T, x + T ) frei wählbar sind. An dieser Stelle kann man wieder Paralle-
len zur Zinssatzmodellierung ziehen und hier insbesondere zum Ansatz von
Heath et al. (1992). Überträgt man die Ausführungen von Heath et al. (1992)
auf die Bewertung von Mortalitätsderivaten, wird ersichtlich, dass ein Zusam-
menhang zwischen den Größen V (t, T, x), α(t, T, x + T ) und β(t, T, x + T )
hergestellt werden muss, um einen arbitragefreien Modellrahmen zu gewähr-
leisten. Aufgrund der Präsenz der Variable Alter muss eine zusätzliche Di-
mension in den klassischen Modellrahmen von Heath et al. (1992) eingebaut
werden, wodurch die Gesamtstruktur komplexer wird.
Cairns et al. (2006b) schreiben, dass eine ähnliche Herangehensweise wie bei
Heath et al. (1992) angewendet werden kann, um ein arbitragefreies Modell
der Gestalt
α(t, T, x+ T )dt = −V (t, T, x)′β(t, T, x+ T ) (5.8)
zu erhalten. Die mathematischen Werkzeuge, die zu dieser Identität führen,
fokussieren allerdings nur auf eine Altersklasse x zum Zeitpunkt 0. Da die
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Mortalitätsdynamik von sämtlichen Kohorten jedoch von ein und derselben n-
dimensionalen Brownschen Bewegung W˜ (t) geleitet wird, muss Gleichung 5.5
für alle Altersklassen x gelten. Anderenfalls kommt es zu Arbitrage zwischen
den Kohorten.
Wie bereits geschildert, haben Milterson und Persson (2005) einen allgemei-
nen Modellrahmen zur Abbildung der Terminmortalität entwickelt, welche die
Abhängigkeit zwischen Zins- und Mortalitätsraten integriert. Dies mündet in
einer komplexeren Abbildung von α(t, T, x + T ) als in Gleichung 5.8 gesche-
hen. Vergleichbar zum vorherigen Modellrahmen liegt die Schwierigkeit in der
geeigneten Spezifikation der Terme V (t, T, x) und β(t, T, x + T ). Der gewähl-
te Ausdruck muss die strikte Positivität der Terminmortalität gewährleisten.
Diese Bedingung ist am besten erfüllbar, wenn β(t, T, x + T ) direkt von der
aktuellen Terminmortalität abhängt. Des Weiteren muss gewährleistet blei-
ben, dass die Kassamortalität µ(t, x) bei der entsprechenden Verlaufsform ver-
bleibt (bspw. einen Anstieg mit zunehmendem Alter). Einen alternativen Weg
bei der Abbildung von Terminmortalitäten sind Olivier und Jeffery (2004)
und Smith (2004) gegangen. Sie verwenden jährliche Termin-Überlebenswahr-
scheinlichkeiten pQ(t, T − 1, T, x) und beschreiben die Martingaleigenschaften
von EQ[S(t, x)|M] und die analytischen Eigenschaften der Gammaverteilung
um eine arbitragefreie Entwicklung herzuleiten.
Reale Entwicklung Die vorhergehenden Ausführungen und die aus Abschnitt 5.2.1
bauen auf dem risikoneutralen Maß auf. Diese Herangehensweise ist für die
Bewertung von Finanzmarktinstrumenten ausreichend, jedoch nicht für die
Bestimmung der Risiken, die wahre bzw. reale Wahrscheinlichkeiten erfordern.
Die kann durch die Integration eines Marktrisikopreises γW (t) erreicht werden.
Im Kontext von Terminmortalitäten bedeutet dies die Ersetzung von dW˜ (t)
in Gleichung 5.7 durch
dW (t) + γW (t)dt
um damit bspw.
dB(t, T, x) = B(t, T, x)V (t, T, x)′(dW (t) + γW (t)dt)
zu erhalten. Neben der Möglichkeit die Risiken mit realen Wahrscheinlichkei-
ten hierüber zu bestimmen, gelingt es, die Risikoprämien eines Mortalitätsde-
rivates in die beiden Bestandteile Zinsrisikoprämie und Mortalitätsrisikoprä-
mie zu separieren. Bei Modellen mit Abhängigkeiten zwischen diesen beiden
Bestandteilen (Milterson & Persson, 2005) können die Risikoprämien in drei
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Bestandteile geteilt werden: die reine Zinssatzprämie als Diskontfaktor, die
Risikoprämie aus der Korrelation zwischen dem Underlying und dem Zinssatz
und das spezifische Mortalitätsrisiko.
5.2.3. Positiv-Mortalitätsmodell
Hier wird die dritte Klasse von theoretischen Modellen für Mortalitätsderivate er-
läutert: das Positiv-Mortalitätsmodell (Roger, 1997; Rutkowski, 1997). Sei P˜ ein
äquivalentes Maß zu Q, A(t, x) eine Familie von Mt-adaptierten strikt positiven
Supermartingalen und
pQ(t, T, x) =
B(t, T, x)
B(t, t, x)
=
EP˜ [A(T, x)|Mt]
A(t, x)
. (5.9)
Die strikte Positivität von A(t, x) überträgt sich dann auch auf pQ(t, T, x). Die
Eigenschaften des Supermartingals von A(t, x) stellen sicher, dass pQ(t, T, x) kleiner
gleich Eins ist und für T > t sinkt (wodurch die Mortalität stets positiv ist). Man
kann zeigen, dass die resultierende Dynamik von B(t, T, x) (bspw. durch die Radon-
Nikodym Ableitung dQ/dP˜ ) für eine arbitragefreie Modellierung hinreichend ist
(vgl. Roger (1997) und Rutkowski (1997)). Innerhalb dieses Bewertungsrahmens
entspricht der Verlauf von A(t, x) unter P˜ dem Ausdruck −µ(t, x+ t)× A(t, x)12.
Gleichung 5.9 scheint in ihrer Struktur sehr praktikabel zur Bepreisung zu sein.
Der Aufwand kommt jedoch mit der geeigneten Formulierung von A(t, x) und der
Bildung des Erwartungswertes. Vor allem muss nicht nur A(t, x) ein Supermartingal
für alle Altersklassen x sein, sondern A(t, x) muss sich in einer Form entwickeln,
welche eine Dynamik von µ(t, x+ t) für alle Zeitpunkte t in biologisch begründeter
Form gewährleistet13.
Ein Spezialfall ist die Übertragung des Modellansatzes von Flesaker und Hughston
(1996). Sei N(t, s, x) für 0 < t < s eine Familie von strikt positiven Martingalen
unter P˜ und
A(t, x) =
∫ ∞
t
N(t, s, x)ds. (5.10)
Die Eigenschaften des Martingals N(t, s, x) führen zu
EP˜ [A(T, x)|Mt] =
∫ ∞
T
N(t, s, x)ds (5.11)
< A(t, x). (5.12)
12 Im Analogon der Zinsratenmodellierung ist der Term A(t) gleich −r(t)×A(t).
13 Beispiele aus der Zinsratenmodellierung finden sich in Flesaker und Hughston (1996), Roger
(1997), Cairns (2004a) und Cairns und Garcia Rosas (2004).
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Aus Gleichung 5.12 folgt, dass der Term A(t, x) die Bedingungen von Rogers /
Rutkowski für ein strikt positives Supermartingal erfüllen. Führt man Gleichung 5.9
und 5.12 ineinander über, erhält man
pQ(t, T, x) =
∫∞
T N(t, s, x)ds∫∞
t N(t, s, x)ds
.
Aus Anwendersicht liegt im günstigsten Fall die numerische Berechnung eines ein-
dimensionalen Integrals vor, wenn man die genaue Struktur von N(t, s, x) und die
Anzahl an Komponenten beiseite lässt. Das Problem nun ist die Generierung einer
geeigneten Form für die Familie von Martingalen von N(t, s, x). Üblicherweise wird
im Markt von Zinsratenderivaten die anfängliche Terminstruktur eines Modells aus
der beobachteten Terminstruktur von Zinsraten kalibriert. Dieses Vorgehen kann
auch auf die Terminstruktur von Terminmortalitäten übertragen werden. Es sei nun
unterstellt, dass zum Zeitpunkt 0 der Marktpreis der Nullkuponanleihen P (0, T ) und
für die (T, x)-Anleihen B˜(t, x) für alle x und T > 0 gegeben sind. Hieraus lassen sich
die impliziten Kassa-Überlebenswahrscheinlichkeiten pQ(0, T, x) = B˜(t, x)/P (0, T )
ermitteln. Die Startwerte der Familie von N(t, T, x) können wiederum wie folgt be-
stimmt werden:
N(0, T, x) = − ∂
∂T
pQ(0, T, x) = µ¯(0, T, x+ T )pQ(0, T, x).
Die Startwerte sind, abgesehen von einer strikt positiven Skalierungskonstante, ein-
deutig.
5.2.4. Kreditrisikomodell
In diesem letzten Unterabschnitt wird der Forschungsstand in Bezug auf den Kredi-
trisikoansatz für Mortalitäten beschrieben. Artzner und Delbean (1995), Biffis (2005)
und Milevsky und Promislow (2001) bemerkten, dass eine Nullkupon-Langlebig-
keitsanleihe mit B˜(t, T, x) zur Zeit t ähnlich einer Nullkupon-Unternehmensanleihe
ist. Dabei wird eine Geldeinheit in T bezahlt, falls kein Ausfall vorliegt und null
Geldeinheiten bei Ausfall. Zur Vorgehensweise der Bepreisung solcher Anleihen wur-
den zahlreiche Bücher veröffentlicht (siehe hierzu die Lehrbücher von Schönbucher
(2003) oder Lando (2004)). Im vorliegenden Kontext schreiben Cairns et al. (2006b),
dass die Intensitätsansätze (intensity based models) am geeignetsten erscheinen, um
Modelle für Ausfallrisiken in ein stochastisches Mortalitätsmodell zu überführen
(Schönbucher, 2003, Kap. 7). Innerhalb dieser Modellklasse korrespondiert die Aus-
fallintensität λ(t) mit der Sterbeintensität µ(t, x+t). Diese Ähnlichkeit zwischen der
Sterbe- und der Ausfallintensität ermöglicht die Anwendung von Intensitätsansätzen
aus der Kreditrisikoforschung zur Bewertung von Mortalitätsinstrumenten.
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Allerdings gibt es hierbei einige Unterschiede zwischen Mortalitätsrisiko und Kre-
ditrisiko zu beachten, die im Folgenden beschrieben werden:
• Im Rahmen der Adaption des Ansatzes entsprechen die unterschiedlichen Un-
ternehmen im Kreditrisikomodell den unterschiedlichen Kohorten im Mortali-
tätsmodell. Beim Sterberatenansatz besteht eine natürliche Ordnung der ver-
schiedenen Kohorten (und zwar durch das aktuelle Alter) mit starken Korre-
lationen zwischen benachbarten Kohorten. Im Gegensatz dazu gibt es keine
natürliche Ordnung der einzelnen Unternehmen, obgleich die Ausfallereignis-
se korreliert sein können. Von daher liegt beim Kreditrisikomodell auch kein
Gegenstück zur zusätzlichen altersspezifischen Struktur im Mortalitätsmodell
vor.
• Die Ausfallintensität der Unternehmen wird durch einen zum Mittelwert zu-
rückkehrenden Prozess gebildet, welcher möglicherweise noch zeithomogen ist.
Konträr dazu stehen die zeitliche Inhomogenität bei Mortalitätsmodellen und
der Bedarf der Integration von „non-mean-reverting“ Prozessen. Dies impli-
ziert, dass die zahlreichen Ansätze von J. Cox et al. (1985) für die Modellie-
rung von Kreditrisiken anwendbar sind, aber eben nicht auf mortalitätsbasierte
Modelle übertragen werden können.
• Die Ausfallwahrscheinlichkeit ist häufig mit der Terminstruktur von Zinssät-
zen korreliert, wogegen dies bei der Sterbeintensität als eher unwahrscheinlich
anzusehen ist.
Es lässt sich zusammenfassen, dass der Ansatz von Kreditrisiken einiges für den Mor-
talitätsansatz bietet. Allerdings werden Modellvarianten benötigt, die die beschrie-
benen Schwierigkeiten überwinden oder es müssen geeignete Kreditrisikomodelle an
den Modellrahmen von Mortalitäten angepasst werden.
In diesem Abschnitt wurden einige theoretische Modellrahmen präsentiert, die
zur Bepreisung von verschiedensten Arten von Mortalitätsderivaten benutzt werden
können. Im Detail wurde demonstriert, wie arbitragefreie Methoden zur Bestim-
mung der Preise von mortalitätsbasierten Instrumenten benutzt werden können. Die
vorgelegten Ansätze bauen auf den konventionellen Zinsderivaten auf, wodurch vie-
le Konzepte der Zinsratenmodellierung auf die Mortalitätsmodelle übertragen und
entsprechend interpretiert werden. Die Bewertungsmethoden sind grundsätzlich die
gleichen, wie sie für die Bepreisung von Derivaten mit anderen Basisinstrumenten
Anwendung finden. Deshalb unterliegen diese den gleichen Argumenten über ihre
Vor- und Nachteile. Insbesondere ist die Verwendung von arbitragefreien Metho-
den im Zusammenhang mit unvollkommenen Märkten problematisch, was gerade
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auf den Markt von Mortalitätsderivaten zutrifft. Risikoneutrale Ansätze liefern al-
lerdings eine natürliche Benchmarkbewertung und die Anpassung solcher Konzepte
vereinfacht sich derart, dass ein Markt im Verlauf der Zeit an Vollkommenheit ge-
winnt. Sehr kritisch anzusehen sind jedoch einige Annahmen, die dem Modellrahmen
zu Grunde liegen (wie bspw. die Liquidität und die Transparenz des Marktes), da
diese in der Praxis nicht haltbar sind. Nichtsdestotrotz erhält man Arbitragefreiheit
in einem unvollkommenen Markt, wenn sich die Preise in der vom Modellrahmen
vordefinierten Art und Weise entwickeln (Cairns et al., 2006b).
Im Rahmen dieser Bewertungsmethoden wird deutlich, dass noch zahlreiche Schwie-
rigkeiten bestehen, wie
• die Anzahl der Risikofaktoren: Für ein geeignetes Modell der Terminstruktur
der Mortalitäten muss die Anzahl der Risikofaktoren festgelegt werden. Um die
unvollkommene Korrelation der Verbesserung der Sterberaten bei unterschied-
lichen Altersgruppen zu präzisieren, kann eventuell mehr als ein Risikofaktor
von Nöten sein. Die Faktoren, die die Sterberaten beeinflussen (medizinischer
Fortschritt, Epidemien, etc.), verursachen wahrscheinlich unterschiedliche Fol-
gen für die Individuen verschiedenen Alters.
• Basisrisiko vs. Liquidität: Wie bei anderen Derivaten muss zwischen dem Ba-
sisrisiko und der Liquidität abgewogen werden. Falls die Marktliquidität geför-
dert werden soll, müssen standardisierte Mortalitätsinstrumente bei den Bör-
sen begünstigt werden, worunter die Brauchbarkeit des Hedginginstruments
in der Regel leidet (vgl. Abschnitt 2.5). Andersherum kann das Basisrisiko
bei individuellen Instrumenten minimiert werden, kombiniert mit einer gerin-
gen Liquidität. Der Handel mit Mortalitätsderivaten kann allerdings durch
die Wahl einer guten Referenzpopulation für einen Mortalitätsindex gefördert
werden14.
• Indexwahl und Moral Hazard: Bei der Wahl eines Index muss auch Moral
Hazard Berücksichtigung finden. Herausgeber von mortalitätsbasierten Absi-
cherungen können hierbei von den Erfahrungen der Cat-Anleihen profitieren,
bei denen immer ein gewisser Grad an Moral Hazard vorliegt15. Ein sorgfältig
gewählter Index kann nicht nur die Liquidität erhöhen, sondern auch Moral
Hazard reduzieren. Diese Reduzierung geht jedoch typischerweise mit einem
14 Als Referenzpopulation kann die gesamte Bevölkerung einer Region bzw. eines Landes oder
die Population der Rentenempfänger gewählt werden.
15 Ausführungen zu Moral Hazard in Verbindung mit Cat-Anleihen können in den Studien von
Doherty (1997) und Doherty und Richter (2002) nachgelesen werden.
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Anstieg des Basisrisikos für diejenigen einher, welche das Instrument zum hed-
gen benutzen. Das übliche Verfahren bei Cat-Anleihen zur Verringerung des
Moral Hazard ist die Kopplung der Zahlungen an einen nicht unternehmens-
spezifischen Index. Die vorgebrachten Argumente gelten auch für mortalitäts-
basierte Absicherungen.
• die Verzögerung bei der Veröffentlichung: Zwischen dem Zeitpunkt der Ster-
befälle und der Aufbereitung und Veröffentlichung der Daten vergehen in der
Regel Monate bis Jahre. In diesem Zusammenhang muss ein Vertrag derart
gestaltet sein, dass der Moral Hazard von Insider-Geschäften in der Zeit bis
zur Veröffentlichung der Sterbedaten minimiert wird. Dieser kritische Punkt
hat bereits einige Einführungen von reinen Schadens-Cat-Derivaten verhindert
(Cairns et al., 2006b, S. 115).
Die in diesem Unterkapitel beschriebenen Methoden passen ganz allgemein gesagt
einen arbitragefreien Modellrahmen an die Bewertung von Mortalitätsrisiken an.
Die dafür notwendige Grundlage eines vollkommenen Marktes für Mortalitätsrisiken
ist in der Realität nicht ansatzweise gegeben. Um die in Kapitel 2.7 entworfene
Anleihe zu bepreisen, werden im Folgenden alternative Methoden erläutert, die auch
praktisch (bzw. empirisch) durchgeführt werden können.
5.3. Empirische Bewertungsansätze
In einen unvollständigen Markt, wie es der Markt für Langlebigkeitsanleihen derzeit
ist, kann die „Equilibrium Pricing“ Theorie zur Herleitung der Risikoadaptierung
genutzt werden (Hull, 2003). Wang (1996) hat in diesem Zusammenhang einen all-
gemeinen Modellrahmen zur Bewertung von Risiken entwickelt, der die Vereinigung
von Versicherungs- und Finanztheorie zum Ziel hat. Dies baut auf dem Distortion-
Operator
gλ(u) = Φ
[
Φ−1(u) + λ
]
auf mit Φ als Standard Normalverteilung und dem Parameter λ als Marktpreis des
Risikos (Wang, 2000). Dieser Operator kann dann auf die kumulierte Dichtefunk-
tion F (t) angewandt werden, um die risikoangepasste Funktion F ∗(t) = gλ(F (t))
herzuleiten. Mittels der risikoangepassten Funktion wird dann der faire Wert des
Finanzmarktproduktes unter dem risikoangepassten Maß bestimmt. Die auch unter
dem Namen Wang-Transformation bekannte Methode wurde u. a. von Lin und Cox
(2005), Dowd et al. (2006), S. H. Cox et al. (2006), Liao, Yang und Huang (2007),
Denuit et al. (2007) und Chen und Cox (2009) zur Eruierung des risikoangepassten
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Maßes bei mortalitätsbasierten Anleihen verwendet. Für die gescheiterte EIB/BNP-
Langlebigkeitsanleihe haben Lin und Cox (2008) ebenfalls die Wang-Transformation
genutzt. Eine sehr nützliche Eigenschaft der Wang-Transformation ist, dass sie die
Normal- und Log-Normalverteilung bewahrt. Hierdurch kann sie das Capital-Asset-
Pricing-Modell replizieren, falls die Gewinne der Anlage normalverteilt sind und die
Black-Scholes Formel, falls die Erträge der Anlage log-normalverteilt sind. Im Spe-
ziellen heißt das, falls X (µ, σ2)-normalverteilt unter dem realen Maß P ist, dann
ist X nach der Wang-Transformation weiterhin normalverteilt mit µ∗ = µ + λσ
und σ∗ = σ unter dem risikoangepassten Maß Q. Zur Kalibrierung des Parameters
λ werden Marktdaten herangezogen. Bei der ursprünglichen Wang-Transformation
(Ein-Faktor Wang-Transformation) wird unterstellt, dass die wahre Verteilung be-
kannt ist. In der Praxis kann diese Dichtefunktion bestenfalls durch eine Stichprobe
geschätzt werden. Um dies zu berücksichtigen, hat Wang (2002) die Zwei-Faktor
Transformation vorgeschlagen:
gλ(u) = Q
[
Φ−1(u) + λ
]
mit Q als t-Verteilung. Im Zusammenhang mit Sterberaten kann der Ansatz von
Wang jedoch nicht verschiedene Risikopreise über die unterschiedlichen Altersstufen
widerspiegeln, was von Cairns et al. (2006a) und Bauer und Russ (2010) als wesentli-
cher Schwachpunkt angesehen wird. Schwierig ist auch, den Wert des risikoangepass-
ten Parameters λ für das jeweilige Modell aus den Daten zu bestimmen. Je nach Mo-
dellaufbau werden noch subjektive Annahmen wie bei Lin und Cox (2008) getroffen
oder es werden als Marktdaten nur einzelne Beobachtungen, wie bei Chen und Cox
(2009) geschehen, benutzt.
Für die Kalibrierung des risikoangepassten Wahrscheinlichkeitsmaßes bei Mortali-
tätsrisiken wurden noch zahlreiche andere Methoden ausprobiert. Geeignete Markt-
daten für die jeweiligen Methoden und Modelle zu finden, stellt dabei die größ-
te Schwierigkeit dar. Biffis (2005) Vorschlag greift auf die gehandelten Versiche-
rungsverträge im Sekundärmarkt für Rückversicherungen zurück. Aus diesen Daten
soll dann auf das risikoangepasste Wahrscheinlichkeitsmaß geschlossen werden. In
der Studie wird aber gleich einschränkend bemerkt, dass ein ausreichend großer
Markt nicht vorhanden ist. Blake, Cairns, Dowd und MacMinn (2006) arbeiten den
Marktpreis des Risikos als Parameter mit in ihr Modell ein und justieren dies an
der EIB/BNP-Anleihe. Ballotta und Haberman (2006) unterstellen, dass in Bezug
auf Mortalitätsrisiken ein risikoneutraler Markt vorliegt, da die Risikoprämie nicht
angemessen bestimmt werden kann. Lin und Cox (2005) benutzen Daten von Jah-
resrenten, um das implizite Wahrscheinlichkeitsmaß im Markt für ihr Modell zu
bestimmen. Diesen Ansatz haben Bauer und Russ (2010) verallgemeinert. Daten
197
5. Bepreisung mortalitätsbasierter Wertpapiere
aus dem Markt für versicherungsbasierte Wertpapiere werden von Wills und Sherris
(2010) genutzt, um daraus ein risikoangepasstes Maß für die Sterberatendynamik
abzuleiten. Üblicherweise können aber keine Anhaltspunkte über die passende Wahl
des risikoangepassten Wahrscheinlichkeitsmaßes oder des Distortion-Operators ge-
funden werden.
Der traditionelle Ansatz bei der Bewertung von Versicherungsprodukten unter-
stellt risikoaverse Investoren. Daher wird eine Risikoprämie auf den erwarteten Ver-
lust geschlagen, um den Investor für das übernommene Versicherungsrisiko zu ent-
schädigen. Die Theorie besagt auch, dass die Menge an Kapital, die zur Absicherung
von extremen Risiken benötigt wird, ein wichtiger Faktor bei der Preisbestimmung
bei Rückversicherungen ist (Froot, 2007). In der Praxis variieren zudem die Preise
für ILS-Anleihen infolge eines extremen Ereignisses enorm16 (Lane & Mahul, 2008).
Die Identifikation des Zusammenhangs ist daher recht schwierig. Einige der Akteure
für Rückversicherungen sind private Unternehmen und an Offshore-Finanzplätzen
angesiedelt, wo keine großen Bekanntmachungs- und Veröffentlichungsverpflichtun-
gen vorliegen. Selbst bei einer Pflicht ist es unwahrscheinlich, dass solche Firmen ihre
Preisbestimmungspraktiken detailliert ausweisen würden. Des Weiteren gibt es nur
sehr wenige Spezialisten für Rückversicherungen von Katastrophen, weshalb dieser
Versicherungszweig traditionell als undurchsichtig gilt (Lane & Mahul, 2008). Seit
Mitte der 1990er-Jahre werden aber kontinuierlich versicherungsbasierte Wertpapie-
re auf den öffentlich zugänglichen Markt gebracht. Diese Anleihen werden über den
Kapitalmarkt an Investoren verteilt und beinhalten explizite Preise, die beobachtet
werden können. Seit dem Start im Jahr 1996 wurden über 427 einzeln bewertete ILS-
Transaktionen ausgegeben und bepreist. Eine Risikoanalyse der Prämie ist ebenfalls
Bestandteil. Risiken aus Stürmen und Erdbeben wurden als Erste verbrieft und seit
der Mortalitätsanleihe von Swiss Re im Jahr 2003 zunehmend auch sogenannte „Life
Securities“17.
Entgegengesetzt zur Anpassung einer zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsver-
teilung haben Lane und Movchan (1999) nun ein empirisches Modell zur Bepreisung
von versicherungsbasierten Wertpapieren entwickelt. Der Risikoaufschlag des Pro-
duktes ist hierbei eine Funktion des erwarteten Verlustes (expected loss, kurz EL)
und seiner erwarteten Überrendite (expected excess return, kurz EER). EER wird
dabei als Risikoprämie interpretiert, die vom Markt gefordert wird, um das Risiko
zu übernehmen. Um asymmetrische Verlustverteilungen mit zu integrieren, schlagen
Lane und Movchan (1999) die Verwendung der beiden Maßzahlen „Wahrscheinlich-
16 Beispiele sind Hurrikan Andrew 1992 und Hurrikan Katrina 2006
17 „Life Securities“ stellen Finanzprodukte zur Absicherung jeglicher Art von Sterberisiken (kurz-
und langfristig) dar.
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keit des ersten Verlustes“ (probability of first loss, kurz PFL) und den „bedingten
erwarteten Verlust“ (conditional expected loss, kurz CEL) vor. Vergleichbare Kon-
zepte aus der Literatur zu Kredit- und Versicherungsrisiken sind die Ausfallwahr-
scheinlichkeit (probability of default) und der bedingte Verlust (loss given default).
Versicherungsbasierte Wertpapiere können über die Funktion
EER = γ(PFL)α × (CEL)β (5.13)
bepreist werden(Wills & Sherris, 2010). Zur Schätzung der Parameter α, β und γ hat
Lane (2000) Marktdaten von ILS Transaktionen genutzt. Das Modell auf Grundlage
der Cobb-Douglas-Funktion liefert eine gute Anpassung an die beobachteten Daten
des EER. Lane und Beckwith (2005) evaluieren mit diesem Ansatz die Ausgabe der
Swiss Re Vita Anleihe und Lane und Beckwith (2006) überprüfen die Preise im
Markt für Windkatastrophenanleihen nach der Hurrikansaison in den USA im Jahr
2005. Chen und Cummins (2010) verwenden dieses Modell um mit ILS-Marktdaten
von 1997 bis 2003 die Swiss Re Vita Mortalitätsanleihe und ihre vorgeschlagene
Anleihe zu bewerten. Der berechnete Risikoaufschlag für die Swiss Re Anleihe ist
dabei identisch mit der Beobachtung am Markt.
Im Feld der (Rück-) Versicherungsforschung ist allgemein akzeptiert, dass der tra-
ditionelle Versicherungsmarkt von Zyklen beeinflusst wird. Maghun (2007) geben
einen Überblick über die verschiedenen Definitionen von Versicherungszyklen. All-
gemein folgt dabei einem weichen Markt mit vergleichsweise niedrigen Preisen und
neuen Marktteilnehmern ein harter Markt mit hohen Preisen. Die Risikoaufschlä-
ge im Markt für ILS Produkte weisen ebenfalls einen zyklischen Verlauf auf. Man
kann vor allem beobachten, dass nach extremen Ereignissen die Risikoaufschläge
für solche Produkte ansteigen (Froot, 2001). Lane und Beckwith (2008) modellie-
ren dieses Phänomen mit einem Zyklusindikator, der von der Firma Lane Financial
LLC18 veröffentlicht wird. Der Risikoaufschlag ist dabei eine Funktion des erwarte-
ten Verlustes (EL) und des Zyklusindikators (CI). Die Gleichung zur Erklärung des
Risikoaufschlages
λt = a+ b× EL+ c× CIt (5.14)
erzielt bei der Untersuchung von Lane und Mahul (2008) ein sehr hohes angepass-
tes Bestimmtheitsmaß (R2 >0,85). Eine Verbesserung des Erklärungsgehaltes im
Vergleich zur Cobb-Douglas-Funktion konnten Galeotti, Gürtler und Rehan (2011)
nicht nachweisen. Allerdings waren die Abweichungen nicht sehr groß.
18 www.lanefinancialllc.com/
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5.4. Bewertung der Langlebigkeitsanleihe
Im hier vorliegenden letzten Abschnitt wird die Langlebigkeitsanleihe auf Grundla-
ge der vorgeschlagenen Struktur aus Abschnitt 2.7 bewertet. Die aus dem Aufbau
abgeleiteten Zahlungsströme an die Investoren hängen direkt von der Entwicklung
der Sterberaten ab. Da mit dieser Anleihe das Langlebigkeitsrisiko auf den Kapi-
talmarkt übertragen werden soll, müssen die Prognosen über den zukünftigen Ver-
lauf der Mortalitätsraten auch mittels eines Ansatzes für Langlebigkeit modelliert
werden. Als Grundlage dient das Modell von Renshaw und Haberman (2006) aus
Kapitel 3. Zur Vorhersage des Mortalitätsfaktors κt wird die POT-Methode bei
Langlebigkeitsrisiken genutzt (vgl. Abschnitt 4.4.1) und für den Kohorteneffekt γt−x
die Vorinformationen aus jüngeren Jahrgängen (vgl. Abschnitt 3.7). Die Berechnung
des Risikoaufschlages lehnt sich an das Vorgehen von Lane und Movchan (1999) an.
5.4.1. Parameterschätzung im Bewertungsansatz
ILS-Anleihen bieten den Investoren in der Regel Erträge über dem risikofreien Zins-
satz, bspw. dem EURIBOR (Wang, 2004; Cummins & Weiss, 2009). Der Risikoauf-
schlag über dem EURIBOR spiegelt den Preis des Versicherungsrisikos wider und
kann in zwei Hauptbestandteile zerlegt werden. Der erste Teil entschädigt den In-
vestor für die erwarteten Verluste (EL), wohingegen der zweite Teil den Investor
für die Unsicherheit, die aus dem Investment resultiert, entschädigt. Dies wird als
erwartete Überrendite (EER) bezeichnet.
Risikoaufschlag = λ = EL+ EER (5.15)
In perfekten, risikolosen Märkten würde es keine erwartete Überrendite geben, vor-
ausgesetzt, dass das Versicherungsrisiko mit den Bewegungen am Finanzmarkt un-
korreliert ist. Jedoch ist der Versicherungsmarkt weder risikolos noch perfekt. Daher
verlangen Investoren üblicherweise einen Aufschlag, um die übernommenen Risiken
zu kompensieren, welche im Markt für Katastropheneffekte bestehen (Lane, 2000).
Zur Modellierung der erwarteten Überrendite werden in der versicherungsmathema-
tischen Literatur mehrere Ansätze beschrieben.
Unter dem Erwartungswertprinzip ist die erwartete Überrendite proportional zum
erwarteten Verlust mit einem Prozentsatz γ. Der Risikoaufschlag bestimmt sich da-
her über
λ = EL+ γEL.
Dieser Ansatz ist nicht risikoempfindlich, da nur der Erwartungswert betrachtet
wird. Dass nur das erste Moment der Verlustfunktion benötigt wird und dieser An-
satz einfach zu implementieren ist, ist dagegen von Vorteil. Ein weitverbreitetes
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Risikomaß ist die Standardabweichung. Mittels dieses Maßes wird ein Anteil γ der
Standardabweichung σ(L) auf den erwarteten Verlust aufgeschlagen:
λ = EL+ γσ(L).
Dieser Ansatz liefert gute Ergebnisse bei zufälligen symmetrischen Verlusten. Versi-
cherungsrisiken sind aber häufig verzerrt. Der Großteil der Wahrscheinlichkeitsmaße
liegt im Zentrum um null herum, während es eine sehr kleine Wahrscheinlichkeit für
potenziell sehr große negative Renditen gibt. Um diese Asymmetrie zu erfassen, hat
Lane (1998) damit begonnen, den bedingten erwarteten Verlust (CEL), als Risiko-
maß einzuführen. Da hiermit nur der Verlustbetrag erfasst wird, muss die Häufigkeit
für ein Verlustereignis mit in den Bewertungsansatz integriert werden. Diese Häu-
figkeit wird zumeist als Wahrscheinlichkeit des ersten Verlustes (PFL) bezeichnet.
EL, PFL und CEL bedingen sich in folgender Form:
EL = E [L|L > 0]P(L > 0) + E [L|L = 0]P(L = 0)
= E [L|L > 0]P(L > 0)
= CEL× PFL.
Die erwartete Überrendite EER hängt ebenfalls von PFL und CEL ab.
EER = f(PFL,CEL).
Um zwischen PFL und CEL abzuwägen, schlagen Lane und Movchan (1999) die
funktionale Form der Cobb-Douglas-Produktionsfunktion vor19:
EER = γ(PFL)α × (CEL)β. (5.16)
Mittels dieser funktionalen Spezifikation kann auch direkt ein Zusammenhang zwi-
schen dem Risikoaufschlag und dem erwarteten Verlust hergeleitet werden.
EL = CEL× PFL
EER = γ(PFL)α × (CEL)β
λ = EL+ EER
= CEL× PFL+ γ(PFL)α × (CEL)β
= PFL
[
CEL+ γ(PFL)α−1(CEL)β
]
= PFL× CEL
[
1 + γ(PFL)α−1(CEL)β−1
]
= EL
[
1 + γ(PFL)α−1(CEL)β−1
]
.
19 In der Arbeit von Lane und Movchan (1999) wurden noch andere Funktionen (linear, quadra-
tisch, mit und ohne Absolutglied) analysiert.
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Der Risikoaufschlag ist damit ein Vielfaches des erwarteten Verlustes. Der exak-
te Multiplikator variiert aber mit den Werten für CEL und PFL der jeweiligen
Transaktion. Der Risikoaufschlag einer Transaktion kann gemäß Lane und Movchan
(1999) wie folgt als Summe beschrieben werden:
λ = EL+ γ(PFL)α × (CEL)β. (5.17)
Lane (2000) und Chen und Cummins (2010) verwenden Gleichung 5.17 zur Bestim-
mung der jeweiligen Risikoaufschläge von versicherungsbasierten Wertpapieren. Bei
der ersten Studie werden nur Daten aus dem Jahr 1999 und bei der zweiten Studie
die Daten der Jahre 1997 - 2003 genutzt.
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Abbildung 5.2.: Entwicklung des Volumens und der Anzahl Transaktionen auf dem
Markt für versicherungsbasierte Wertpapiere
Bei der folgenden Analyse zur Schätzung der Parameter aus Gleichung 5.16 werden
die Daten der Jahre 1996 bis 1. Quartal 2011 verwendet. In diesem Zeitraum wurden
427 versicherungsbasierte Wertpapiere ausgegeben und öffentlich gehandelt. Die Da-
ten stammen von Lane Financial LLC20. Die Neuausgaben von ILS-Produkten von
1996 bis 2010 sind in Abbildung 5.2 angegeben. Die Grafik zeigt, wie sich der Markt
von unter 1 Mrd. $ 1997 bis auf über 9 Mrd. $ im Jahr 2007 gesteigert hat21. Die
Anzahl der Transaktionen ist in einem vergleichbaren Tempo gewachsen. Im Jahr
20 Die Daten für diese Studie stammen aus den jährlich veröffentlichten Statistiken von Lane
Financial LLC (Lane, 1999; Lane & Beckwith, 2000; Lane, 2001; Lane & Beckwith, 2002,
2003, 2004, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2010, 2011).
21 Ein Jahr zuvor hat der Hurrikan Katrina enorme Versicherungsschäden in den USA verursacht.
202
5. Bepreisung mortalitätsbasierter Wertpapiere
des Zusammenbruchs der Investmentbank Lehman Brothers sank das Volumen sehr
stark auf etwas mehr als 3 Mrd. $. Ebenfalls angegeben ist das Volumen der „Life
Securities“. Das größte Volumen dieses Finanzproduktes mit einem Marktanteil von
mehr als einem Drittel wurde im Jahr 2005 verzeichnet. Aufgrund der Größe und An-
zahl der sterberatenbasierten Finanzmarktprodukte repräsentieren diese eine eigene
Klasse im ILS-Markt. Dies soll bei der Parameterschätzung für den Risikoaufschlag
beachtet werden.
Um der beschriebenen Marktentwicklung hinsichtlich der „Life Securities“ Rech-
nung zu tragen, wird die Gleichung 5.16 verallgemeinert und eine Dummy-Variable
für „Life Securities“ eingeführt. Falls ein solches Finanzprodukt vorliegt, erhält die
Variable D eine Eins, ansonsten eine Null.
D =
{
1, falls „Life Security“
0, sonst
Gleichung 5.16 lautet verallgemeinert:
EER = γ(PFL)α × (CEL)β × exp(δD). (5.18)
Lane (2000) und Chen und Cummins (2010) schätzen die Parameter der Gleichung
5.16 und ermitteln im Anschluss die erwartete Überrendite. Mit diesem Wert und
dem erwarteten Verlust bestimmen sie den Risikoaufschlag gemäß Gleichung 5.15.
Ob diese gleichrangige Gewichtung (ein Teil ER und ein Teil EER) auch empirisch
beobachtbar ist, soll ebenfalls mit analysiert werden. Daher wird Gleichung 5.15
verallgemeinert
λ = ηEL+ ϑEER (5.19)
und die Restriktion η = ϑ = 1 überprüft.
Zunächst werden die Parameter der Gleichung 5.16 geschätzt. Hierfür wird das
Modell in linearer Form umgeschrieben:
ln(EERi) = ln(γ) + α ln(PFLi) + β ln(CELi) + δDi. (5.20)
Tabelle 5.6 fasst die Ergebnisse der Methode der Kleinsten Quadrate (KQ) zusam-
men22. Da nicht alle Beobachtungssätze vollständig waren, mussten 38 der 427 Be-
obachtungen entfernt werden. Alle Parameter sind hoch signifikant. Die Integration
der Dummy-Variable für „Life Securities“ erhöht den Erklärungsgehalt des Modells
auf ein adjustiertes Bestimmtheitsmaß von 0,513. Das AIC unterstützt die Aufnah-
me des zusätzlichen Parameters. Je größer die Werte für PFL oder CEL sind, desto
22 Im Datensatz wurde mittels Breusch-Pagan Test Heteroskedastie festgestellt
(Breusch & Pagan, 1979). Da die Heteroskedastie unbekannter Form ist, wurde der
robuste Schätzer von White genutzt (H. White, 1980).
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höher ist die erwartete Überrendite. Für „Life Security“ Produkte wird eine geringe-
re erwartete Überrendite verlangt als für andere versicherungsbasierte Wertpapiere
(bspw. für Risiken aus Stürmen oder Erdbeben). Dies lässt sich aus dem negativen
Vorzeichen von δ ablesen. Die Werte für die Koeffizienten der Konstanten α und β
stehen im Einklang mit den Ergebnissen von Lane (2000).
KQ, Beobachtungen 1–390
Abhängige Variable: ln(EER)
Koeffizient Std. Fehler t-Quotient P-Wert
Konstante ln(γ) −1,3563 0,1457 −9,3039 0,0000
ln(PFL) 0,3589 0,0363 9,8862 0,0000
ln(CEL) 0,3878 0,1320 2,9367 0,0035
D (Life Security) −0,6581 0,2419 −2,7199 0,0068
R2 0,517 Korrigiertes R2 0,513
F (3, 386) 137,977 P-Wert(F ) 0,0000
Log-Likelihood −327,612 Akaike-Kriterium 1,700
Tabelle 5.6.: KQ-Ergebnisse für erwartete Überrendite EER
Als Nächstes soll Gleichung 5.19 analysiert werden. Da für die Berechnung des Ri-
sikoaufschlages der vorgeschlagenen Langlebigkeitsanleihe aus Abschnitt 2.7 keine
Werte für die erwartete Überrendite EER vorliegen, sondern nur Werte für PFL und
CEL, muss der Risikoaufschlag über die geschätzten Werte der erwarteten Überren-
dite ermittelt werden. Deshalb wird die empirische Untersuchung an dieser Stelle in
zwei Teile geteilt. Einmal werden die Koeffizienten auf Grundlage der tatsächlichen
Werte der erwarteten Überrendite EER23 geschätzt und einmal auf Grundlage der
geschätzten Werte ÊER aus der Formel
ÊERi = 0, 257× PFL0,3589i × CEL0,3878i × exp(−0, 6581Di).
Ersteres dient zur Überprüfung der Theorie, dass sich der Risikoaufschlag aus der
einfachen Summe von EL und EER ergibt. Ob dies auch für den Fall der geschätzten
Überrendite als erklärende Variable gilt, soll mit dem zweiten Teil ergründet werden.
In beiden Fällen wird die Nullhypothese η = ϑ = 1 überprüft.
Die Ergebnisse für Gleichung 5.19 mit den tatsächlichen Werten der erwarteten
Überrendite als erklärende Variable sind in Tabelle 5.7 zusammengefasst. Der P-
Wert der Nullhypothese η = ϑ = 1 liegt bei 0,074, womit die Nullhypothese (bei
23 Bei der Ausgabe von ILS-Produkten geben die Emittenten auch ihren Wert für EER an,
jedoch nicht die Berechnungsgrundlage. Dieser Sachverhalt macht es notwendig, eine Formel
zur Berechnung des EER aus den Marktdaten abzuleiten. Mit dieser Formel kann dann der
EER-Wert der vorgeschlagenen Langlebigkeitsanleihe bestimmt werden.
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KQ, Beobachtungen 1–390
Abhängige Variable: Risikoaufschlag λ
Koeffizient Std. Fehler t-Quotient P-Wert
EL 0,9626 0,0715 13,4534 0,0000
EER 0,9743 0,0277 35,0544 0,0000
R2 0,8430 Korrigiertes R2 0,8426
Log-Likelihood 890,239 Akaike-Kriterium −4,555
Tabelle 5.7.: KQ-Ergebnisse für den Risikoaufschlag mit den tatsächlichen Werten
der erwarteten Überrendite als erklärende Variable
einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5%) nicht abgelehnt und die theoretische Glei-
chung λ = EL + EER bestätigt wird. Bei der Verwendung der geschätzten Werte
der erwarteten Überrendite kann die Nullhypothese nicht bestätigt werden, da der
P-Wert 0,0064 beträgt. Die Schätzergebnisse für diesen Fall sind in Tabelle 5.8 ange-
geben. Die Koeffizienten für den EL und EER liegen beide über eins, wodurch die
Beträge dieser Variablen bei der Berechnung des Risikoaufschlages stärker gewichtet
werden als es die theoretische Gleichung 5.15 vorsieht. Verwendet man zur Kalku-
lation der Prämie die Werte von PFL und CEL, muss man die verallgemeinerte
Gleichung 5.19 mit den geschätzten Koeffizienten heranziehen, da die Prämie des Fi-
nanzproduktes sonst systematisch zu niedrig ausfallen würde. Der Unterschied bei
den Schätzungen in den Tabellen 5.7 und 5.8 (und damit auch bei den Ergebnissen
der Nullhypothese) resultiert aus dem unzureichenden Erklärungsgehalt für die er-
wartete Überrendite aus Gleichung 5.18 (vgl. Tabelle 5.6). Diese Differenz zwischen
den tatsächlichen und geschätzten Werten der erwarteten Überrendite wird durch
die Koeffizienten η und ϑ korrigiert.
KQ, Beobachtungen 1–390
Abhängige Variable: Risikoaufschlag λ
Koeffizient Std. Fehler t-Quotient P-Wert
EL 1,1409 0,1442 7,9093 0,0000
ÊER 1,0463 0,0720 14,5172 0,0000
R2 0,576 Korrigiertes R2 0,575
Log-Likelihood 696,532 Akaike-Kriterium −3,561
Tabelle 5.8.: KQ-Ergebnisse für den Risikoaufschlag mit den geschätzten Werten der
erwarteten Überrendite als erklärende Variable
Integriert man den Zyklusindikator CIt in Formel 5.16, erhöht sich der Erklärungs-
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gehalt dieses Modells leicht24. Die Informationskriterien im Modell zur Erklärung
des Risikoaufschlages (Gleichung 5.19) erhöhen sich ebenfalls leicht25. Eine Aufnah-
me dieser Variable ist also vorteilhaft. Jedoch liegen für den Zyklusindikator nur
Werte bis zum ersten Quartal 2008 vor, wodurch eine Bewertung der vorgeschlage-
nen Langlebigkeitsanleihe auf Grundlage aktueller Daten nicht möglich ist. Die im
nachfolgenden Abschnitt vorgenommene Berechnung des Risikoaufschlages für die
Langlebigkeitsanleihe basiert daher auf den Ergebnissen der Gleichungen 5.18 und
5.19.
5.4.2. Risikoaufschlag der Langlebigkeitsanleihe
Der Risikoaufschlag über dem EURIBOR26 der Langlebigkeitsanleihe hängt zentral
von der Auszahlungsfunktion an die Pensionsanbieter bzw. von der Verlustfunktion
der Investoren ab. Die in Kapitel 2 hergeleitete Struktur der Anleihe wird hier noch
mal kurz in Form der Verlustfunktion dargelegt. Ausgehend von dieser Funktion las-
sen sich dann aus den Simulationen der Verlustfunktion der erwartete Verlust (EL),
die Wahrscheinlichkeit für den ersten Verlust (PFL) und der bedingte erwartete
Verlust (CEL) ermitteln. Mittels dieser Werte und den Gleichungen 5.18 und 5.19
lässt sich anschließend die Prämie der Anleihe bestimmen, welche an die Investoren
zur Übernahme des Langlebigkeitsrisikos gezahlt werden muss. Die Prämie orientiert
sich dabei an den am Finanzmarkt beobachteten Risikoaufschlägen.
Zur Berechnung der Kennzahlen EL, PFL und CEL muss zunächst die Ver-
lustfunktion der Investoren beschrieben werden. Ausgehend von den Auszahlungs-
funktionen der Pensionsanbieter und der Investoren (vgl. Abschnitt 2.7) ergibt sich
folgende Zahlungsfunktion:
Vt =
 (
t∑
i=1
Ai)× (EURIBOR + Prämie), für t = 1, ..., T − 1
AT × (1+ EURIBOR + Prämie).
Unterschreitet in einem Jahr der Mortalitätsindex It die obere Schwelle Ut, erhalten
die Pensionsanbieter eine Ausgleichszahlung Ai. Der Kapitalstock, also die Einzah-
lung der Investoren zu Beginn der Laufzeit, mindert sich um diesen Betrag. Die
Kuponauszahlungen an die Investoren in den Jahren t = 1, ..., T hängen direkt vom
Kapitalstock ab. Nimmt dieser ab, verringern sich auch die Kuponzahlungen. Diese
verringerten Kuponzahlungen stellen dann einen Verlust für die Investoren dar. Die
Verringerung des Kapitalstocks während der Laufzeit bewirkt auch eine Vermin-
24 Ergebnisse im Anhang A (Tabellen A.9 und A.10).
25 Ergebnisse im Anhang A (Tabellen A.11 und A.12).
26 Hier ist der 12-Monats-EURIBOR gemeint.
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derung der Endauszahlung an die Investoren, da die Einzahlungen zu Beginn der
Laufzeit zum Teil aufgebraucht sind. Somit kann nur noch die Differenz
E −
T∑
i=1
Ai
ausgeschüttet werden und
∑T
i=1Ai stellt den Verlust am Laufzeitende dar.
Bevor der Risikoaufschlag kalkuliert werden kann, müssen noch zwei Aspekte
erörtert werden: der EURIBOR Zinssatz und die Altersstruktur des Mortalitätsin-
dex. Die Kuponauszahlungen und somit die Verlustfunktion hängen von den zu-
künftigen EURIBOR Zinssätzen ab. Zur exakten Berechnung der Prämie müssten
diese im vorliegenden Anleihendesign für 25 Jahre in die Zukunft projiziert wer-
den. Da die Modellierung von Zinsraten eine große eigenständige Forschungsdiszi-
plin ist und hier nicht im Fokus steht, soll hier nur ein deskriptiver Blick auf den
12-Monats-EURIBOR geworfen werden. Auch besteht kein weitergehender Zusam-
menhang zwischen dem EURIBOR und den Sterberaten (vgl. Abschnitt 5.1), sodass
die Entwicklung der Zinssätze nur die Kuponauszahlungen beeinflussen. Für einen
detaillierten Einblick in das Thema der Zinsratenmodellierung sei bspw. auf die Wer-
ke von Rebonato (2002) und Cairns (2004b) verwiesen. Abbildung 5.3 illustriert den
Verlauf des 12-Monats-EURIBOR seit der Einführung im Jahr 1999. Während der
Zeit vor der Finanzkrise bewegte sich der Zinssatz in einer Spanne von zwei bis fünf
Prozent. Seit einigen Monaten befindet sich der EURIBOR unter zwei Prozent. Im
Durchschnitt lag der Wert bei 3,15 Prozent. Eine leichte Erholung des Zinssatzes
hin zu seinem Mittelwert konnte Anfang 2011 beobachtet werden. Daher wird der
Wert des EURIBOR bei den Simulationen auf 3,15 Prozent festgelegt.
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Abbildung 5.3.: Verlauf des 12-Monats-EURIBOR seit der Einführung im Jahr 1999
Der zweite Aspekt befasst sich mit der Zusammensetzung des Mortalitätsindex It.
Dieser wird in der Regel am Beginn der Vertragslaufzeit festgesetzt und orientiert
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sich an der Zusammensetzung der Referenzpopulation eines spezifischen Jahres. Bei
der Simulation in diesem Abschnitt baut der Index auf die gegebene Altersstruk-
tur aus Deutschland auf. Zur Vereinfachung werden nur männliche Individuen aus
Deutschland herangezogen. Der Index lautet somit
It = ωx × tmx,
mit dem Gewichtungsfaktor ωx für die Altersgruppe x in einem festgelegten Ba-
sisjahr. Wie dem Bericht des Statistischen Bundesamtes (2009) zu entnehmen ist,
verändert sich die Altersstruktur in den kommenden Jahrzehnten erheblich (vgl. Ab-
bildung 5.4). Das Statistische Bundesamt (2009) hat Zahlen zum Altersaufbau für
die Jahre 2010, 2020, 2030 und 2040 veröffentlicht. Diese veränderte Zusammenset-
zung der Bevölkerung wirkt sich auch auf die Portfolios der Institutionen aus und
somit auch auf den Mortalitätsindex. Um die Auswirkungen einer veränderlichen
Altersstruktur zu erfassen, werden jeweils die Risikoaufschläge eines statischen und
eines dynamischen Altersaufbaus berechnet und verglichen. Damit sich der Alter-
saufbau nicht abrupt von einem Jahr auf das nächste Jahr ändert (bspw. vom Jahr
2019 auf das Jahr 2020), wird zwischen den Jahren interpoliert. Der Index lautet
verallgemeinert:
It = tωx × tmx.
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Abbildung 5.4.: Altersaufbau in den Jahren 2010 bis 2040 von deutschen Männern
im Alter von 65 bis 100 Jahre
Zur Berechnung des Risikoaufschlags der Langlebigkeitsanleihe wird die Metho-
de der Monte-Carlo-Simulation genutzt. Die Anwendung erfolgt in den folgenden
Schritten:
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1. 50.000 Simulationen der zukünftigen Sterberaten tmx auf Basis der letzten
Beobachtung im Jahr 2008.
2. Berechnung des Mortalitätsindex It und der Verlustfunktion Vt zu allen Zeit-
punkten und für alle Simulationen.
3. Bestimmung der Kennzahlen: erwarteter Verlust (EL), Wahrscheinlichkeit des
ersten Verlustes (PFL) und bedingter erwarteter Verlust (CEL).
4. Kalkulation der Prämie λ über dem EURIBOR auf Grundlage der Kennzahlen
EER, PFL und CEL.
Als Basisszenario wird eine Anleihe mit einer Laufzeit von 25 Jahren, einem EURI-
BOR Satz von 3,20 Prozent, einem statischem Altersaufbau und den Schwellwerten
U = 90% und M = 60%27 des Mortalitätsindex It gewählt. Der Risikoaufschlag
über dem EURIBOR beträgt im Basisszenario 265 Basispunkte. Auf Grundlage
der Marktdaten müssen die jährlichen Kuponzahlungen der Anleihe somit um 265
bps über dem jeweils aktuellen Wert des EURIBOR liegen. Variiert man den obe-
ren Schwellwert U , so steigt die Prämie überproportional mit zunehmender oberer
Schwelle an (vgl. oberer Teil von Tabelle 5.9). Während der erwartete Verlust bei der
kleinsten Schwellwertspanne quasi bei null liegt, steigt die Wahrscheinlichkeit eines
Verlustes für den Investor auf über 50 Prozent bei einem Schwellwert von U = 0, 95.
Verständlich ist, dass die Wahrscheinlichkeit des ersten Verlustes und der bedingte
erwartete Verlust zunehmen, je höher die obere Schwelle ist. Klar ersichtlich ist, dass
die Absicherung von geringen Abweichungen des Mortalitätsindex von den Erwar-
tungen (hoher Schwellwert Ut) das größte Risiko für die Investoren beinhaltet und
somit für Altersvorsorgeanbieter am teuersten ist (hoher Risikoaufschlag).
Überraschend ist, dass der Risikoaufschlag bei einer dynamischen Modellierung
des Altersaufbaus abnimmt (unterer Teil von Tabelle 5.9). Ausgehend vom Basiss-
zenario sinkt die Prämie bei einem dynamischen Altersaufbau um 16 Prozent. Dies
resultiert aus dem großen Anteil von 65- bis 75-Jährigen in der Altersstruktur des
Jahres 2010 im Vergleich zu den anderen Jahren 2020, 2030 und 2040. Kommt es zu
einer extremen Mortalitätssenkung, wirkt sich diese stärker auf die Jüngeren (65 bis
75) der Referenzpopulation als auf die Älteren (über 75) aus, womit das Risiko für
den Investor ansteigt. Dieses Risiko wird durch die Veränderung der Altersstruktur
gemindert. Bei einer oberen Schwelle von M = 70% beträgt der erwartete Verlust
in beiden Szenarien faktisch null und der Risikoaufschlag 35 bzw. 34 Basispunkte.
Die Kennzahlen PFL und CEL fallen bei der dynamischen Modellierung geringer
27 Ein unterer Schwellwert von M = 50% führt zu sehr marginalen Änderungen der Prämie.
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U(%) M(%) EL(%) PFL(%) CEL(%) Prämie (bps)
statische Altersstruktur
70 60 0,0000 0,0179 1,1884 35
80 60 0,0395 1,9999 1,9773 43
90 60 1,1071 24,7215 4,4786 265
95 60 5,7121 53,8249 10,6124 1223
variable Altersstruktur
70 60 0,0000 0,0000 1,2606 34
80 60 0,0232 1,3779 1,6873 39
90 60 0,9025 22,7655 3,9647 222
95 60 4,9384 52,6669 9,3767 1062
Tabelle 5.9.: Risikoaufschläge über EURIBOR
aus als bei der statischen. Abbildung 5.5 gibt einen detaillierten Einblick in den ku-
mulierten erwarteten Verlust der Anleihe mit statischem Altersaufbau während der
Laufzeit. In beiden Grafiken sind der Mittelwert des erwarteten Verlustes während
der Laufzeit (durchgezogene Linie) und das 95 % Konfidenzintervall28 abgebildet. In
beiden Grafiken erkennt man, dass vor allem gegen Ende der Laufzeit das Risiko ei-
nes Verlustes exponentiell zunimmt. Auch erkennbar ist, dass der obere Schwellwert
einen starken Einfluss auf das Risiko der Investoren ausübt.
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Abbildung 5.5.: Kumulierter erwarteter Verlust während der Laufzeit mit variieren-
der oberer Schwelle
Die Festsetzung des EURIBOR auf den Wert 3,20 Prozent während der Simulation
28 Das Konfidenzintervall ist bei null gestutzt, da nur die positiven Werte interessieren.
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ist eine vereinfachende Annahme. Wie sich die Risikoaufschläge bei einer Verände-
rung des EURIBOR verhalten, soll als Nächstes analysiert werden. Tabelle 5.10 fasst
die Ergebnisse zusammen. Im oberen Teil weicht der EURIBOR um plus 50 Pro-
zent vom Basisszenario (4,81 Prozent) und im unteren Teil der Tabelle um minus
50 Prozent (1,60 Prozent) ab. Da die Höhe des EURIBOR auch die Verlustfunktion
beeinflusst, ergeben sich Änderungen beim erwarteten Verlust und beim bedingten
erwarteten Verlust, nicht jedoch bei der Kennzahl PFL29. Bei einer Erhöhung des
Zinssatzes steigt der erwartete Verlust der Investoren an, weshalb auch ein erhöhter
Risikoaufschlag gezahlt werden muss (+7,1 %), bei einer Verringerung des Zinssat-
zes vice versa (-7,5 %). Wie bereits bei der vorhergehenden Auswertung verändern
sich auch hier die Prämien bei den Schwellwerten mit den geringsten Spannweiten
kaum (zwischen 34 - 43 bps).
U(%) M(%) EL(%) PFL(%) CEL(%) Prämie (bps)
EURIBOR +50 % des Basisszenarios
70 60 0,0000 0,0179 1,9543 35
80 60 0,0418 1,9999 2,0902 43
90 60 1,2015 24,7215 4,8602 284
95 60 6,2961 53,8249 11,6975 1344
EURIBOR -50 % des Basisszenarios
70 60 0,0000 0,0179 1,8155 34
80 60 0,0372 1,9999 1,8643 42
90 60 1,0128 24,7215 4,0971 245
95 60 5,1281 53,8249 9,5274 1101
Tabelle 5.10.: Risikoaufschläge bei Veränderung des EURIBOR
Abbildung 5.6 illustriert noch einmal ausführlicher die Entwicklung der Prämie in
Abhängigkeit vom EURIBOR und dem oberen Schwellwert Ut. Der höchste Risiko-
aufschlag (1397 bps) ergibt sich erwartungsgemäß beim oberen Schwellwert von 0,95
und dem EURIBOR von 5,5 %. Ab einem Schwellwert von 0,80 ergeben sich nur noch
marginale Änderungen für den Risikoaufschlag. Die Spanne liegt hierbei zwischen
35 und 43 bps. Je geringer der Wert des EURIBOR ist, gegeben den Schwellwert
Ut, desto geringer ist auch der Risikoaufschlag für die Investoren. Bei der oberen
Schwelle U = 95 sinkt die Prämie um knapp ein Viertel auf 1056 bps (bei Änderung
des EURIBOR).
Allgemein erkennt man, dass mit steigender oberer Schwelle Ut das Risiko der
Investoren ansteigt und das Risiko der Pensionsanbieter abnimmt. Hierin besteht
29 Ergebnisse mit dem dynamischen Altersaufbau finden sich im Anhang A in der Tabelle A.13.
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Abbildung 5.6.: Entwicklung der Prämie in Abhängigkeit vom EURIBOR und dem
oberen Schwellwert U
ein Konflikt zwischen den Investoren und den Pensionsanbietern. Die Pensionsan-
bieter, die das Risiko der Langlebigkeit an andere Institutionen übertragen wollen,
sind an einem hohen oberen Schwellwert interessiert. Aus einem hohen Schwellwert
resultieren frühere Ausgleichszahlungen an die Pensionsanbieter als bei einer gerin-
geren Schwelle. Die Investoren dagegen sind zumeist an einer hohen Rendite mit
geringem Risiko interessiert. Dies kann durch eine geringe obere Schwelle erzielt
werden. Da die Erwartungen und Interessen der Investoren auf dem Kapitalmarkt
recht unterschiedlich sein können, wäre eine Zerlegung der Langlebigkeitsanleihe in
Tranchen zu überlegen. Eine Zerlegung würde das Finanzprodukt attraktiver für
Investoren mit unterschiedlichen Risikoprofilen machen. Üblicherweise werden drei
Tranchen geschaffen: Senior, Mezzanine und Equity (Wills & Sherris, 2010). Das
Risiko bei der Senior-Tranche ist am geringsten und bei der Equity-Tranche am
höchsten. Dementsprechend muss die Prämie bei der Equity-Tranche am größten
sein, gefolgt von der Mezzanine. Die Auszahlung jeder Tranche folgt ebenfalls der in
Abschnitt 2.7 beschriebenen Struktur. Tranche 1 (Equity-Tranche) ist determiniert
mit der oberen Schwelle U = 90% und der unteren Schwelle M ≥ 80%. Die Tranche
2 (Mezzanine) hat die Werte U < 80% und M ≥ 70%. Tranche 3 (Senior) wird
durch U < 70% und M = 60% charakterisiert. Die Verluste der Anleihe häufen sich
zunächst in der Tranche 1 an. Ist die Schwelle von 80% des Mortalitätsindex unter-
schritten, wird auf das Kapital der Investoren der zweiten Tranche zurückgegriffen.
In diesem Fall ist der Verlust der ersten Tranche in dem Jahr t gleich 100 Prozent.
Die Risikoaufschläge der Tranchen sind in Tabelle 5.11 zusammengefasst.
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Tranche U(%) M(%) EL(%) PFL(%) CEL(%) Prämie (bps)
1 90 80 4,2442 24,7215 17,1683 917
2 80 70 0,0789 1,9999 3,9491 51
3 70 60 0,0000 0,0179 1,8849 34
Tabelle 5.11.: Risikoaufschläge nach Tranchen
Am erwarteten Verlust der drei Tranchen erkennt man klar, dass die Equity-
Tranche das Hauptrisiko trägt, wogegen die Senior-Tranche nur in extremen Fällen
einen Verlust zu verzeichnen hat. Die Wahrscheinlichkeit des ersten Verlustes be-
trägt bei der Equity-Tranche fast 25 Prozent. Für die anderen beiden Tranchen fällt
diese Kennzahl deutlich niedriger aus. Der Risikoaufschlag für Tranche 1 ist um den
Faktor 18 bzw. 27 höher als bei der Mezzanine bzw. Senior-Tranche. Wie sich der
erwartete Verlust der drei Tranchen während der Laufzeit aufsummiert, zeigt Abbil-
dung 5.7. In allen drei Tranchen steigt der kumulierte erwartete Verlust gegen Ende
der Laufzeit exponentiell an (durchgezogene Linie)30. Das unterschiedliche Risiko-
profil der Tranchen spiegelt sich vor allem in dem 95 % Konfidenzintervall wider. Bei
Tranche 1 kann in wenigen Fällen sogar ein Verlust von 30 Prozent des Investments
geschehen. Das geringe Risiko bei den anderen beiden Tranchen zeigt sich auch am
geringen Betrag des kumulierten erwarteten Verlustes.
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Abbildung 5.7.: Kumulierter erwarteter Verlust bei den drei Tranchen während der
Anleihenlaufzeit
Wie sich die Laufzeit auf den Risikoaufschlag auswirkt, ist Gegenstand von Ta-
belle 5.12 und in Abbildung 5.8. Aus den vorhergehenden Abbildungen 5.5 und 5.7
30 Beachte: Der Ordinatenausschnitt wurde in der rechten Grafik vergrößert.
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konnte man bereits ableiten, wie sich die Prämie bei Veränderung der Laufzeit ver-
ändern würde. Da in diesen Grafiken der erwartete Verlust vorwiegend am Ende der
Laufzeit ansteigt, führt eine Reduzierung der Laufzeit zu geringeren Risikoaufschlä-
gen. Dies leitet sich aber auch aus der geringeren Unsicherheit über den Verlauf der
Sterberaten her, da nicht so weit in die Zukunft prognostiziert werden muss. Eine
Verlängerung der Laufzeit erhöht dagegen die Unsicherheit bzgl. der Vorhersagen
und hiermit einher geht die Erhöhung der Prämie. Dass die Veränderungen der Prä-
mien nicht symmetrisch erfolgen, sieht man beim Vergleich der Laufzeiten 20, 25
und 30. Ausgehend vom Basisszenario verringert sich der Risikoaufschlag um 98 bps
(-37 %) bei einer Reduzierung der Laufzeit um fünf Jahre. Erhöht sich die Laufzeit
um diesen Betrag, klettert die Prämie um 134 bps (+50 %). Wie genau sich die
Variierung der Schwellwerte und der Laufzeiten auf den Risikoaufschlag auswirkt,
illustriert Abbildung 5.8. Erwartungsgemäß liegt die höchste Prämie mit 2396 bps
beim obersten Schwellwert U = 95 und der höchsten Laufzeit von 30 Jahren. Bei
den gleichen Schwellwerten und einer halbierten Laufzeit beträgt der Aufschlag 418
bps, also nicht mal mehr als ein Fünftel. Sobald die oberste Schwelle auf den Wert
80 reduziert wird, verändern sich die Risikoaufschläge nicht mehr substanziell.
Laufzeit (Jahre) U(%) M(%) EL(%) PFL(%) CEL(%) Prämie (bps)
15 90 60 0,3066 13,1437 2,3329 98
20 90 60 0,6392 19,2356 3,3232 167
25 90 60 1,1071 24,7215 4,4786 265
30 90 60 1,7545 29,4594 5,9559 399
Tabelle 5.12.: Risikoaufschläge nach Laufzeit
Der Risikoaufschlag einer Langlebigkeitsanleihe wird zu Beginn der Laufzeit auf
Grundlage aller verfügbaren Informationen festgelegt. Sobald eine Anleihe ausge-
geben ist, wird der Risikoaufschlag für die Kuponzahlungen nicht mehr verändert.
Da während der Laufzeit aber immer neue Informationen bzgl. der Entwicklung der
Sterberaten eintreffen, beeinflusst dies den Preis auf dem Sekundärmarkt für versi-
cherungsbasierte Wertpapiere. Diese Entwicklung der Sterberaten beeinflusst zudem
auch vergleichbare zukünftige Finanzprodukte und deren Risikoaufschläge. Um eine
Vorstellung über die Veränderung der Prämien zu erhalten, soll abschließend der Be-
obachtungszeitraum variiert werden. Insbesondere soll hier eine Backtesting-Analyse
für drei unterschiedliche Zeiträume durchgeführt werden: 1956 - 2000, 1956 - 2003
und 1956 - 2008. Die Analyse soll zeigen, wie sich die Risikoaufschläge verändern,
wenn neue Informationen zu den Sterberaten in der Periode 2000 bis 2008 eintreffen.
Für jeden Zeitraum werden die Parameter des Modells von Renshaw und Haberman
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Abbildung 5.8.: Risikoaufschlag in Abhängigkeit der oberen Schwelle und der Lauf-
zeit der Anleihe
(2006) geschätzt, die POT-Methode bei Langlebigkeitsrisiken zur Prognose des Mor-
talitätsfaktors und die Vorinformationen für den Kohorteneffekt genutzt. Die Ergeb-
nisse dieser Analyse stehen in Tabelle 5.13.
Die Parameter des Modells von Renshaw und Haberman (2006) bleiben sehr sta-
bil zwischen den unterschiedlichen Zeiträumen. Die Koeffizienten µˆ, σˆ, ςˆ und ξˆ der
Methode zur Prognose des Mortalitätsfaktors variieren nur leicht. Der Schwellwert u,
der die entsprechende Likelihood-Funktion maximiert, verharrt in etwa beim 93sten
Perzentil. Die sich daraus ergebenden Risikoaufschläge der Langlebigkeitsanleihe
reagieren leicht auf die neuen Daten der Sterberatenentwicklung. Die größten Än-
derungen ergeben sich bei den Schwellwerten mit der höchsten Spanne. In diesem
Fall sinkt die Prämie um 5,7 Prozent von der Periode 1956 - 2000 zur Periode 1956
- 2008. Für Anleihen mit einer kleineren oberen Schwelle ergeben sich geringe bis
keine Veränderungen in den Zeitabschnitten. Erkennbar ist, dass die Variation der
Risikoaufschläge mit Zunahme der oberen Schwelle ansteigt. Insgesamt können die
Prämien aber als stabil angesehen werden, da diese nur leicht auf neue Informationen
bzgl. der Entwicklung der Sterberaten reagieren.
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U(%) M(%) EL(%) PFL(%) CEL(%) Prämie (bps)
Zeitraum 1956 - 2003
70 60 0,0000 0,0279 1,5734 35
80 60 0,0446 2,2539 2,0421 43
90 60 1,1857 25,5814 4,6350 281
95 60 6,0747 54,4209 11,1625 1298
Zeitraum 1956 - 2006
70 60 0,0000 0,0279 1,3454 35
80 60 0,0433 2,0839 2,0818 43
90 60 1,1391 25,0414 4,5490 271
95 60 5,8341 54,0489 10,7941 1248
Zeitraum 1956 - 2008
70 60 0,0000 0,0179 1,1884 35
80 60 0,0395 1,9999 1,9773 43
90 60 1,1071 24,7215 4,4786 265
95 60 5,7121 53,8249 10,6124 1223
Tabelle 5.13.: Risikoaufschläge für unterschiedliche Zeiträume
5.5. Fazit
Der Kapitalmarkt tritt u. a. als Problemlösung für Diversifikationen und für den
Transfer von Risiken auf. In den vergangenen Jahren wurden erfolgreich Risiken, die
infolge von Katastrophen Sachschäden verursachen und extreme Sterberaten, zum
Kapitalmarkt transferiert. Dies wurde durch ILS-Anleihen und Mortalitätsanleihen
erzielt. Im Gegensatz zum starken Wachstum von diesen beiden Anleihentypen blie-
ben Langlebigkeitsanleihen im Experimentierstadium. Die strukturellen Schwächen
der gescheiterten EIB/BNP-Langlebigkeitsanleihe im Jahr 2004 (und bisher einzi-
gen) wurden bereits im Kapitel 2 erläutert. Nach der Auswahl eines geeigneten Mor-
talitätsmodells in Kapitel 3 und der Anpassung in Kapitel 4 in Bezug auf extreme
Ereignisse schließt dieses Kapitel die Arbeit mit der Bepreisung der vorgeschlagenen
Langlebigkeitsanleihe ab, um die Entwicklung des Marktes für Langlebigkeitsrisiken
zu unterstützen und zu beschleunigen.
In einem ersten Schritt wurde überprüft, ob eine Abhängigkeit zwischen der Ent-
wicklung der Ökonomie und den Sterberaten nachgewiesen werden kann. Dies ist
notwendig, um eine eventuelle Abhängigkeit bei der Bepreisung der Langlebigkeits-
anleihe zu berücksichtigen. Eine getrennte Bewertung des Zinsrisikos und des Langle-
bigkeitsrisikos wäre bei einem positiven Ergebnis nicht möglich. Anhand von Korrela-
tionsanalysen zwischen den Mortalitäten und Anleihen bzw. Aktienmärkten konnte
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kein nachhaltiger Einfluss festgestellt werden, auch nicht in extremen Situationen.
Für diese Analyse wurden die Renditen bzw. Veränderungen der Sterberaten zu-
grunde gelegt, was den Nachteil hat, dass Informationen über die Grundvariablen
verloren gehen. Eine ausführlichere Kointegrationsanalyse wäre in diesem Kontext
eine Alternative, um die trendbehafteten Zeitreihen zu untersuchen.
Für die Bewertung von Kapitalmarktprodukten wird häufig unterstellt, dass der
Markt vollkommen ist. Dies gilt bei versicherungsbasierten Wertpapieren nicht. Der
ILS-Markt besteht erst seit Mitte der 1990er Jahre und wächst beständig weiter.
Für solche Produkte haben Lane und Movchan (1999) ein empirisch begründetes
Bewertungsmodell aufgestellt. Mithilfe der am Markt beobachteten Risikoprämien
und öffentlich zugänglichen Charakteristiken der jeweiligen Anleihen entwickelten sie
einen auf erwarteter Überrendite, Eintrittswahrscheinlichkeit und bedingten Verlust
basierten Ansatz. Da Mortalitätsanleihen strukturell leicht von Cat-Anleihen abwei-
chen und weil seit 2003 zahlreiche Mortalitätsanleihen ausgegeben wurden, konnte
in dieser Arbeit das Bewertungsmodell von Lane und Movchan (1999) modifiziert
werden. Die Integration einer Dummy-Variable für Mortalitätsanleihen erhöht si-
gnifikant den Erklärungsgehalt und vermindert die Risikoprämie an die Investoren.
Dieses veränderte Modell diente als Basis für die Bepreisung der in dieser Arbeit
entwickelten Langlebigkeitsanleihe.
Die Basisrisikoprämie der Anleihe mit dem oberen Schwellwert 90% und unteren
Schwellwert 60% beträgt 265 bps über dem EURIBOR. Die Anleihe wurde anschlie-
ßend verschiedenen Szenarien ausgesetzt, zunächst einem veränderlichen EURIBOR
Zinssatz, da dieser vereinfachend in dieser Arbeit als konstant angenommen wurde.
Bei steigenden Zinssätzen erhöhen sich die Verluste aus entgangenen Kuponzahlun-
gen, weshalb die Risikoprämie ansteigt. Weiterhin wurden die Schwellwerte variiert.
Eine Erhöhung der oberen Schwelle auf 95% erhöht dabei die Risikoprämie um an-
nähernd das Fünffache. Es zeigt sich, dass für die Absicherung kleiner unerwarteter
Schwankungen der Sterberaten (hoher oberer Schwellwert) eine außerordentlich hohe
Risikoprämie an die Investoren gezahlt werden muss. Wichtig für den Emittenten ist
die Berücksichtigung einer veränderlichen Altersstruktur des Portfolios. Legt man
die erwartete, sich verändernde Altersstruktur für Gesamtdeutschland zugrunde,
verringern sich die Risikoprämien. Bei der Aufspaltung der Anleihe in verschiedene
Tranchen, um den unterschiedlichen Risikobereitschaften der Investoren zu entspre-
chen, zeigt sich ebenfalls, dass sich die Absicherung kleinerer Schwankungen der
Sterberaten deutlich überproportional in der Risikoprämie niederschlägt. Investo-
ren, die nur die extremsten Langlebigkeitsrisiken absichern, erhalten eine untere
zweistellige Risikoprämie.
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Für das Versichertenportfolio wurde vereinfachend auf die Sterberaten deutscher
Männer zurückgegriffen mit einer Altersstruktur, wie sie in Gesamtdeutschland vor-
liegt. Institutionen, die vom Langlebigkeitsrisiko betroffen sind, besitzen in der Regel
ein Versichertenportfolio bestehend aus einer Mischung von Frauen und Männern.
Transnational agierende Unternehmen haben darüber hinaus Individuen aus ver-
schiedenen Ländern in ihren Portfolios. Für ein gemischtes Portfolio von Frauen
und Männern müssen lediglich die Parameter des Mortalitätsmodells getrennt ermit-
telt und dem Mortalitätsindex entsprechend gewichtet werden. Für transnationale
Portfolios muss die Konvergenz der Sterberaten zwischen diesen Ländern beach-
tet werden (vgl. Kapitel 4). Daher sollten die Sterberaten auf Basis des globalen
Mortalitätsfaktors ermittelt und anschließend Vorhersagen getroffen werden.
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Infolge des Ruhestandes der geburtenstarken Jahrgänge der 1950er Jahre und der
enormen Verringerung der Sterberaten, insbesondere bei älteren Personen, stehen die
Pensionskassen und Versicherungen zunehmend unter Druck, die vereinbarten Pen-
sionsleistungen aufrechtzuerhalten. Die Verschiebung der Altersvorsorge von Ren-
tenanwartschaften zu zusätzlichen Beiträgen für die Altersversicherung führt zu einer
wachsenden Nachfrage nach privaten Altersvorsorgeprodukten. Durch die steigende
Nachfrage sind insbesondere die privaten Versicherungen mehr und mehr dem Risiko
der Langlebigkeit ausgesetzt. Nach Professor Heubecks Sterbetafel (die häufig von
firmennahen Pensionskassen genutzt wird) aus dem Jahr 1983 betrug die restliche
Lebenserwartung eines damals 20-jährigen Mannes 55,5 Jahre und die einer damals
20-jährigen Frau 61 Jahre. Nach der neuesten Heubeckschen Sterbetafel hat ein im
Jahr 2000 geborener Mann, der also im Jahr 2020 zwanzig Jahre alt ist, dann noch
eine restliche Lebenserwartung von 67,5 Jahren. Eine dann zwanzigjährige Frau hat
eine restliche Lebenserwartung von 72,5 Jahren. Bei dieser Konstellation braucht ei-
ne Pensionskasse für eine gleich hohe Rente, die ab dem 65. Geburtstag gezahlt wird,
für Männer des Jahrganges 2000 eine um 50 Prozent höhere Deckungsrückstellung.
Für Frauen beträgt die Steigerung immerhin noch 43 Prozent. Eine Möglichkeit,
solche Risiken auszulagern, besteht im Transfer der Risiken von den Pensionskassen
weg zum Kapitalmarkt. Der Kapitalmarkt kann eine Schlüsselposition einnehmen,
da dieser nicht nur zusätzliche Kapazität und Liquidität bereitstellt, sondern auch
mehr Transparenz und ein effizienteres Preissystem für Mortalitätsrisiken bieten
kann.
Bereits heute wird der Kapitalmarkt genutzt, um mittels nicht standardisierter
und nicht handelbarer Finanzprodukte Langlebigkeitsrisiken zu übertragen. Der bis
dato größte Hedge von Langlebigkeitsrisiken fand im Jahr 2010 statt. Die Tochter
der Deutschen Bank, Abbey Life, hat Risiken des britischen BMW-Pensionsfonds
mit Vermögenswerten von 3,4 Mrd. e übernommen (Deutsche Bank, 2010). Hier-
bei handelte es sich um Pensionsverpflichtungen für 60.000 Rentner. Mit dem Deal
schloß BMW eine Versicherung ab: Sollten die Ruheständler länger als erwartet
leben und sich damit die Verpflichtungen des Unternehmens über einen längeren
Zeitraum hinziehen als zunächst kalkuliert, wird die Tochter der Deutschen Bank
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die Pensionszahlungen übernehmen. BMW war mehrere Monate damit beschäftigt,
eine geeignete Risikoreduzierung bei der Finanzierung der Renten zu finden und hat
mangels Alternativen eine individuelle Lösung in Form eines Swaps abgeschlossen.
Die wachsende Nachfrage nach Finanzinstrumenten zur Reduzierung des Langlebig-
keitsrisikos ist an der wachsenden Anzahl von Swaps zu beobachten (vgl. Abschnitt
2.6). Dabei greifen die Marktakteure zurzeit auf individuelle Hedges zurück, da noch
kein standardisiertes Produkt wie eine Langlebigkeitsanleihe auf dem Markt ist. Der
erste Versuch - aus dem Jahr 2004 - eine Langlebigkeitsanleihe zu platzieren, ist
mangels Nachfrage und der Unerfahrenheit der Marktakteure gescheitert. Der sehr
kapitalintensive Aufbau dieser Anleihe hatte ebenfalls einen Anteil am Misserfolg
(Cairns et al., 2006b). Seit diesem Versuch beschäftigen sich immer mehr Forscher,
Institutionen, aber auch Banken mit dem Transfer von Mortalitätsrisiken auf den
Kapitalmarkt.
Die vorliegende Arbeit zielt darauf ab, die strukturellen Schwächen der Langle-
bigkeitsanleihe zu beseitigen, Langlebigkeitsrisiken explizit in die Modellierung der
Sterberaten zu integrieren und eine Bewertungsmethode für die Anleihe im Rah-
men von unvollkommenen Märkten zu entwickeln. In einem ersten Schritt wurde
in dieser Arbeit die gescheiterte Langlebigkeitsanleihe analysiert. Hierfür wurden
die in der Literatur genannten Schwächen und Verbesserungen erfasst. Aus dem
Pro und Kontra resultiert eine Reihe von Put Option Spreads, die das einzusetzen-
de Kapital der Pensionsanbieter minimiert und das Langlebigkeitsrisiko über eine
Zweckgesellschaft direkt zum Kapitalmarkt weiterleitet. Um zu garantieren, dass
den Pensionsanbietern bis zum Laufzeitende Ausgleichszahlungen zukommen, wird
die maximal mögliche Auszahlung in einem Jahr auf einen Anteil der Investoren-
einzahlung fixiert. Diese Ausgleichszahlungen erhalten die Pensionsanbieter für den
Fall, dass die Sterberaten unerwartet stark sinken. Die Ausgleichszahlungen selbst
hängen von den realisierten Sterberaten ab. Durch die Reihe von Put Option Spreads
wird das übernommene Risiko der Investoren begrenzt, da hierbei eine fixe obere
und untere Schwelle implementiert wird. Die Investoren tragen hierbei nicht das Ri-
siko einer abweichenden Entwicklung der Sterberaten von den Erwartungen (hierfür
wird die obere Schwelle implementiert), sondern nur das Risiko von unerwartet star-
ken Senkungen der Sterberaten bis zu einem gewissen Grad (hierfür wird die untere
Schwelle implementiert).
Für eine Ausgabe der vorgeschlagenen Anleihe müssen noch zwei wesentliche Be-
standteile des innovativen Finanzproduktes beschrieben bzw. modelliert werden. Der
Mortalitätsindex, der den Ausgleichszahlungen zugrunde liegt, muss vor Ausgabe
der Anleihe simuliert werden. Hierfür wird ein Mortalitätsmodell benötigt, welches
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zudem ermöglicht, Langlebigkeitsrisiken explizit zu integrieren. In der Forschung ha-
ben sich in den vergangenen Jahren stochastische Mortalitätsmodelle als geeignete
Grundlage für den Transfer von Mortalitätsrisiken herauskristallisiert. Für Deutsch-
land wurden in dieser Arbeit erstmals neun stochastische Mortalitätsmodelle direkt
miteinander verglichen, um hieraus ein geeignetes Modell für die Anleihe herauszu-
filtern. Bei dieser Analyse wurde neben einer guten Anpassung an historische Daten
auch eine gute Vorhersagequalität gefordert, da mithilfe des Modells Prognosen über
den Verlauf der Sterberaten für mehr als zwei Dekaden simuliert werden. Das Modell
von Renshaw und Haberman (2006) mit Kohorteneffekten ist dabei als Favorisiertes
hervorgegangen. Neben den quantitativen Vorteilen besitzt dieses Modell zudem ei-
ne einfache Grundstruktur mit nur zwei stochastischen Komponenten und eine klare
Interpretation der Parameter. Für die Prognose von Sterberaten müssen die stochas-
tischen Komponenten selbst wiederum modelliert werden. Da sich die Modellierung
der Komponente - Kohorteneffekt - in der Literatur als schwierig erweist, wurde hier
ein alternatives Verfahren zur Vorhersage des Kohorteneffektes entwickelt. Hierbei
werden in einem ersten Schritt die Kohortenparameter aus einer Datenbasis mit ei-
ner breiteren Altersgruppe (25 bis 99 Jahre) bestimmt und für eine Datenbasis für
das höhere Alter (60 bis 99 Jahre). Die zusätzlichen Informationen aus der breiteren
Altersgruppe über den Verlauf des Kohorteneffektes werden an die Schätzungen der
kürzeren Datenbasis angeknüpft und liefern damit eine Prognose über den zukünfti-
gen Verlauf des Kohorteneffektes für das höhere Alter. Diese einfach zu implementie-
rende Prozedur erzielt gute Ergebnisse mit Blick auf die Vorhersagevariabilität und
die Genauigkeit (was auch für die Länder Finnland, Frankreich, Schweden und USA
zutrifft), und lässt sich zudem auf andere Modelle mit Kohorteneffekten übertragen.
Für die Prognose der zweiten stochastischen Komponente wird in der Literatur
meist die ARIMA-Prozedur verwendet. Sprünge oder extreme Ereignisse im zeitli-
chen Verlauf, die für das Langlebigkeitsrisiko verantwortlich sind, können hierüber
nicht integriert werden. Zudem besteht die Schwierigkeit, die extremen Mortali-
tätsrisiken von kleinen zufälligen Sterberatenschwankungen zu trennen. Auch sind
sprunghafte Anstiege der Langlebigkeit extrem seltene Ereignisse und es liegen ver-
gleichsweise wenig historische Daten für die Schätzung von Parametern vor. Um im
Gegensatz zu anderen Modellen eine gute Anpassung sowohl im Zentrum als auch
an den Rändern zu erzielen, wird hier ein Mischmodell vorgeschlagen. Dieses be-
steht aus der Normalverteilung im Zentrum und am oberen Rand der Verteilung
und der Generalisierten Paretoverteilung am unteren Rand. Hierdurch gelingt nicht
nur eine gute Anpassung an die historischen Daten, sondern zugleich die Extrapola-
tion extremer Ereignisse in der Out-of-Sample. Die Verwendung der Generalisierten
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Paretoverteilung am unteren Rand ermöglicht die explizite Modellierung des Lang-
lebigkeitsrisikos bei den Sterberaten. Für die Bestimmung der Parameter wurde das
Verfahren von Mendes und Lopes (2004) genutzt. Dieses sieht vor, für unterschied-
liche Schwellwerte die Parameter sowie die Likelihood zu schätzen. Der Schwellwert
und die dazugehörigen Parameter mit dem höchsten Wert der Likelihoodfunktion
bilden die Grundlage für die Prognosen des Mortalitätsfaktors. Die Verwendung die-
ses Ansatzes für Sterberaten aus Deutschland, Finnland, Frankreich und Schweden
führt zu einer verbesserten Anpassung insbesondere am unteren Rand der Vertei-
lung. Mittels des Mischmodells können auch extreme Ereignisse des kurzfristigen
Sterberisikos erfasst werden. Hierfür wird der obere Rand der Verteilung mit der
Generalisierten Paretoverteilung modelliert. Aufgrund der zunehmenden Interna-
tionalisierung im Gesundheits- und Versicherungsbereich wurde zudem ein globaler
Mortalitätsfaktor entwickelt, welcher die Entwicklung der Sterberaten über verschie-
dene Populationen simultan abbildet. Die zu beobachtende Konvergenz der Sterbe-
raten von verschiedenen Populationen wird über diesen Ansatz bei der Absicherung
von Langlebigkeitsrisiken mit eingebunden. Der globale Mortalitätsfaktor gewähr-
leistet, dass die Sterberaten von mehreren Populationen langfristig nicht divergieren.
Der zweite wesentliche Bestandteil des innovativen Finanzproduktes ist das zu-
grunde liegende Bewertungsverfahren. Hier ist es nötig, im Umfeld von unvollkom-
menen Märkten eine Methode zu entwickeln, die das versicherungstechnische Risiko
adäquat beschreibt. In einem ersten Schritt wurde überprüft, ob eine Abhängigkeit
zwischen der Entwicklung der Sterberaten und der Dynamik der Ökonomie besteht.
Falls eine Abhängigkeit vorläge, würde sich der Preis der Anleihe nicht nur aus der
Summe von Mortalitätsrisiko und Zinsrisiko bilden, sondern es müsste eine geeigne-
te Abhängigkeitsstruktur zwischen diesen beiden Risiken integriert werden. Im Fall
von Deutschland kann selbst bei extremen Ereignissen keine signifikante Korrela-
tion nachgewiesen werden. Deshalb ergibt sich der Preis lediglich aus der Summe
der Einzelkomponenten. Für das Zinsrisiko wird vereinfachend der jeweils aktuelle
EURIBOR Satz unterstellt. Für das Mortalitätsrisiko wird der traditionelle Ansatz
bei der Bewertung von Versicherungsprodukten genutzt. Hierbei wird ein risikoaver-
ser Investor unterstellt, der einen Risikoaufschlag für den erwarteten Verlust erhält.
Diese Methode orientiert sich an der gegenwärtigen Praxis bei der Bewertung von
versicherungsbasierten Anleihen (ILS) und wird auf diesen Fall übertragen. Der
Risikoaufschlag des Finanzproduktes ist hierbei eine Funktion des erwarteten Ver-
lustes und seiner erwarteten Überrendite. Die Überrendite selbst ist eine Funktion
mit den Kennzahlen: Wahrscheinlichkeit des ersten Verlustes und dem bedingten
Verlust (Lane & Movchan, 1999). Diese funktionale Form ermöglicht eine gute Ab-
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wägung zwischen der Häufigkeit und dem Ausmaß von negativen extremen Ereig-
nissen. Zur Bestimmung der Überrendite wird das Modell von Lane und Movchan
(1999) erweitert und an den gegebenen Modellrahmen angepasst. Dies sieht die Im-
plementierung einer Dummy-Variable für mortalitätsbasierte Wertpapiere vor. Die
Dummy-Variable erfasst die abweichende Produkteigenschaft von mortalitätsbasier-
ten Anleihen im Vergleich zu ILS. Aus der Analyse von über 400 ILS werden die not-
wendigen Parameter direkt aus dem Markt bestimmt. Das negative Vorzeichen der
Dummy-Variable zeigt, dass für mortalitätsbasierte Anleihen eine geringere Über-
rendite und somit ein geringerer Risikoaufschlag gezahlt werden muss. Würde man
dies vernachlässigen, würde solche Anleihen systematisch überpreist werden. Die Ri-
sikoprämie der vorgeschlagenen Langlebigkeitsanleihe mit dem oberen Schwellwert
90% und unteren Schwellwert 60% beträgt 265 bps über dem aktuellen EURIBOR
Satz. Dies ist der Risikoaufschlag, der an die Investoren gezahlt werden muss, damit
die Pensionsanbieter ihr Langlebigkeitsrisiko weitergeben können.
Die Limitation in dieser Arbeit liegt zum einen in der Übertragbarkeit des Mo-
dellierungsansatzes auf das kurzfristige Sterberisiko und zum anderen beim Bewer-
tungsansatz. Beim Aufbau der Anleihe und der Modellierung der Sterberaten in
dieser Arbeit lag der Fokus auf dem Langlebigkeitsrisiko. Hierbei wurde explizit
ein Ansatz mit dauerhaften Effekten hergeleitet. Eine Übertragung dieses Ansatzes
bzw. der Ergebnisse auf das Sterberisiko kann nicht ohne Weiteres erfolgen. Eine
Modellierung der Sterberaten mittels des präsentierten Mischmodells in angepasster
Form ist grundsätzlich möglich, verfehlt aber vor allem den kurzfristigen Charakter
des Sterberisikos. Die vorgeschlagene Anleihenstruktur dagegen ist ungeeignet, um
Mortalitätsrisiken im Allgemeinen abzusichern. Einschränkend in dieser Arbeit ist
auch, dass der verwendete Bewertungsansatz für die Anleihe nur für die frühe Phase
des Langlebigkeitsmarktes relevant ist. Solange noch nicht ausreichend Anleihen sol-
chen Typs vorhanden sind, muss der Preis dieses Finanzproduktes auf eben diesen
alternativen Bewertungsverfahren aufbauen. Sollte aber mittel- bis langfristig ein li-
quider Langlebigkeitsmarkt entstehen, können die Preisprozesse aus dem Abschnitt
der theoretischen Bewertungsmethoden genutzt werden.
Damit die mit der steigenden Lebenserwartung einhergehende verlängerte Renten-
phase zu keinem finanziellen Desaster für die Rentner wird, müssen die Versicherer
geeignete Maßnahmen ergreifen, um die Liquidität in der verlängerten Rentenphase
zu gewährleisten. Eine gute Prognose der Lebenserwartung wäre hier eine Möglich-
keit. Hierfür wurde in dieser Arbeit zum einen eine praktisch orientierte Analyse
der deutschen Sterberaten mit verschiedenen stochastischen Modellen durchgeführt
und deren Prognoseeigenschaften untersucht. Zum anderen liefert die Arbeit ein
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Gesamtmodell zur Prognose von Sterberaten mit dem Fokus auf die Langlebigkeit.
Bei diesem wissenschaftlichen Beitrag wurden die beiden zeitveränderlichen Varia-
blen im Modell mittels neuer Verfahren bzw. Modelle prognostiziert. „Da Progno-
sen schwierig sind, wenn sie sich auf die Zukunft beziehen“ (Niels Bohr), ist im
Transfer dieser Vorhersageunsicherheit auf den Kapitalmarkt ein alternativer Weg
zu sehen. Um den Transfer zu ermöglichen, wird in der Arbeit ein standardisiertes
Finanzprodukt präsentiert. Die Struktur dieser vorgeschlagenen Anleihe sowie der
auf Marktdaten basierende Bewertungsansatz erzeugen ein Finanzinstrument, wel-
ches der wachsenden Nachfrage nach solchen Produkten entspricht. Mittels dieses
zweiten wissenschaftlichen Bestandteils der Arbeit können die Versicherer auf die
erkannten Langlebigkeitsrisiken reagieren und dieses aktiv managen. Erst dadurch
können die finanziellen Risiken der Langlebigkeit der Bevölkerung minimiert werden
und die Rentner ihrer verlängerten Rentenphase entspannt entgegen sehen.
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A. Anhang: Grafiken und Tabellen
Im ersten Teil des Anhangs werden zusätzliche Grafiken und Tabellen präsentiert.
Diese sind nicht direkt in das Hauptwerk eingebunden, da diese entweder viel Platz
wegnehmen, die Ergebnisse der neuen Methoden für andere Datensätze aufzeigen
oder einige Vorberechnungen ausführlicher darlegen. Die Anhänge sind dabei in die
jeweiligen Kapitel unterteilt.
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Abbildung A.1.: Sterberaten männlicher Deutscher für unterschiedliche Altersstufen
für die Jahre 1956-2008
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Abbildung A.2.: Vorhersage der Sterberate für das Jahr 2008 für einen 65-Jährigen
vom Jahr 1988 an mit unterschiedlichen Modellansätzen.
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Abbildung A.3.: Vorhersage der Sterberate für das Jahr 2008 für einen 85-Jährigen
vom Jahr 1988 an mit unterschiedlichen Modellansätzen.
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POT-Methode bei Langlebigkeitsrisiken
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Abbildung A.4.: Ergebnisse für den Mortalitätsfaktor für die Länder Finnland (Al-
tersstufen 60-93, Beobachtungsperiode 1878 - 2007), Frankreich
(Altersstufen 60-99, Beobachtungsperiode 1816 - 2007), Schweden
(Altersstufen 60-92, Beobachtungsperiode 1751 - 2007) und die
USA (Altersstufen 60-99, Beobachtungsperiode 1933 - 2006)
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Perzentil u µˆ σˆ ςˆ ξˆ l
85 2,143 -1,036 4,837 1,699 0,675 -399,62
86 2,201 -1,007 4,825 1,824 0,666 -399,98
87 2,419 -0,976 4,814 1,687 0,696 -399,21*
88 2,459 -0,916 4,793 2,203 0,647 -400,44
89 2,482 -0,887 4,782 2,565 0,616 -400,83
90 2,534 -0,857 4,772 2,979 0,582 -401,02
91 2,879 -0,795 4,755 3,667 0,543 -400,88
92 2,993 -0,763 4,748 4,434 0,491 -400,70
93 3,243 -0,730 4,742 5,232 0,444 -400,44
94 3,381 -0,696 4,737 6,877 0,340 -399,85
95 3,522 -0,661 4,733 9,776 0,168 -399,87
Tabelle A.1.: Parameterschätzungen für verschiedene Schwellwerte im POT-Modell
mit Langlebigkeitsrisiken für Finnland. Datenbasis sind die Jahre 1878-
2007 und Altersstufen 25-93 Jahre.
Perzentil u µˆ σˆ ςˆ ξˆ l
85 2,004 -1,162 4,562 2,686 0,534 -592,10
86 2,053 -1,123 4,547 3,110 0,494 -592,33
87 2,171 -1,083 4,534 3,507 0,461 -592,21
88 2,392 -1,042 4,523 3,800 0,442 -591,94
89 2,544 -1,001 4,512 4,459 0,391 -591,54
90 2,797 -0,958 4,503 5,173 0,339 -591,04
91 2,924 -0,913 4,496 6,673 0,224 -589,83
92 3,157 -0,890 4,494 7,255 0,184 -589,37*
93 4,081 -0,838 4,495 7,685 0,162 -590,23
94 4,805 -0,779 4,504 9,698 0,021 -589,74
95 5,837 -0,711 4,525 13,189 -0,225 -589,54
Tabelle A.2.: Parameterschätzungen für verschiedene Schwellwerte im POT-Modell
mit Langlebigkeitsrisiken für Frankreich. Datenbasis sind die Jahre
1816-2006 und Altersstufen 25-99 Jahre.
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Perzentil u µˆ σˆ ςˆ ξˆ l
85 4,977 -1,318 4,985 4,703 0,171 -848,55
86 5,640 -1,257 5,004 3,622 0,316 -849,46
87 6,332 -1,159 5,039 2,820 0,442 -848,70
88 6,374 -1,060 5,079 3,525 0,361 -846,23
89 6,438 -0,994 5,105 4,084 0,301 -844,54
90 6,800 -0,927 5,132 4,024 0,320 -843,88
91 7,302 -0,822 5,182 4,056 0,338 -842,53
92 8,201 -0,714 5,237 3,514 0,422 -842,32
93 8,722 -0,636 5,282 3,358 0,459 -841,67
94 9,124 -0,556 5,332 3,576 0,454 -840,60
95 10,262 -0,468 5,397 2,145 0,654 -840,36*
Tabelle A.3.: Parameterschätzungen für verschiedene Schwellwerte im POT-Modell
mit Langlebigkeitsrisiken für Schweden. Datenbasis sind die Jahre
1751-2007 und Altersstufen 25-92 Jahre.
Perzentil u µˆ σˆ ςˆ ξˆ l
85 3,228 1,241 1,327 0,928 0,080 -146,47
86 3,258 1,273 1,340 1,143 -0,060 -145,19
88 3,303 1,305 1,354 1,432 -0,247 -143,87
89 3,530 1,339 1,371 1,075 -0,038 -144,17
90 3,540 1,372 1,387 1,677 -0,430 -142,34
92 3,611 1,406 1,403 2,666 -1,073 -140,35
93 3,944 1,443 1,425 2,675 -1,341 -140,27*
95 4,160 1,482 1,452 6,149 -4,307 NaN
Tabelle A.4.: Parameterschätzungen für verschiedene Schwellwerte im POT-Modell
mit Langlebigkeitsrisiken für die USA. Datenbasis sind die Jahre 1933-
2006 und Altersstufen 25-99 Jahre.
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POT-Methode bei Langlebigkeits- und Sterberisiken
Perzentil u µˆ σˆ ςˆ ξˆ l
85 2,847 -0,228 1,448 4,481 0,495 -333,032
86 2,849 -0,200 1,471 5,155 0,450 -328,795
87 2,944 -0,172 1,494 5,770 0,413 -326,937
88 2,975 -0,201 1,517 6,725 0,354 -324,881
89 3,130 -0,201 1,566 9,299 0,207 -320,762
90 3,160 -0,172 1,590 11,515 0,085 -316,690*
91 3,684 -0,139 1,623 12,886 0,014 -321,771
92 4,624 -0,147 1,707 19,488 -0,329 -328,138
93 5,600 -0,196 1,781 23,543 -0,548 -339,02
94 7,438 -0,260 1,904 25,906 -0,723 -362,029
95 7,531 -0,322 2,019 47,495 -1,782 NaN
Tabelle A.5.: Parameterschätzungen für verschiedene Schwellwerte im POT-Modell
mit Langlebigkeits- und Sterberisiken für Finnland. Datenbasis sind
die Jahre 1878-2007 und Altersstufen 25-93 Jahre.
Perzentil u µˆ σˆ ςˆ ξˆ l
85 2,911 -0,079 1,327 7,401 0,189 -496,996*
86 3,337 -0,040 1,366 7,839 0,162 -506,534
87 3,726 -0,089 1,428 8,539 0,119 -516,166
88 4,417 -0,094 1,495 8,750 0,108 -534,927
89 4,436 -0,095 1,569 11,503 -0,072 -519,597
90 6,051 -0,165 1,689 9,527 0,057 -569,374
91 6,474 -0,164 1,818 11,926 -0,100 -560,225
92 7,935 -0,164 2,003 11,278 -0,060 -580,478
93 9,495 -0,167 2,231 10,872 -0,035 -592,436
94 9,638 -0,112 2,342 13,578 -0,210 -579,623
95 11,045 0,005 2,585 18,037 -0,520 -577,710
Tabelle A.6.: Parameterschätzungen für verschiedene Schwellwerte im POT-Modell
mit Langlebigkeits- und Sterberisiken für Frankreich. Datenbasis sind
die Jahre 1816-2006 und Altersstufen 25-99 Jahre.
Multivariates Lee-Carter Modell
Das Aktualisierungsschema für die Parameter im multivariaten LC-Modell:
αˆυ+1xi = αˆ
υ
xi −
∑
t(tDxi − tDˆυxi)
−∑t(tDˆυxi) , βˆυ+1x = βˆυx , κˆυ+1t = κˆυt ,
βˆυ+1xi = βˆ
υ
xi, κˆ
υ+1
ti = κˆ
υ
ti
βˆυ+2x = βˆ
υ+1
x −
∑
i,t(tDxi − tDˆυ+1xi )βˆυ+1x
−∑i,t(tDˆυ+1xi (βˆυ+1x )2) , αˆυ+2xi = αˆυ+1xi , κˆυ+2t = κˆυ+1t ,
βˆυ+2xi = βˆ
υ+1
xi , κˆ
υ+2
ti = κˆ
υ+1
ti
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Perzentil u µˆ σˆ ςˆ ξˆ l
85 0,774 -1,813 1,110 1,257 -0,485 -153,066
87 0,891 -1,770 1,152 1,165 -0,452 -150,593
88 0,891 -1,728 1,190 1,779 -0,995 -145,693
89 1,049 -1,685 1,229 1,747 -1,117 NaN
90 1,354 -1,639 1,275 0,797 -0,341 -145,112
92 1,358 -1,594 1,317 1,491 -1,165 -141,183*
93 1,685 -1,646 1,372 0,433 0,002 -143,253
95 1,784 -1,697 1,426 0,367 0,122 -142,714
Tabelle A.7.: Parameterschätzungen für verschiedene Schwellwerte im POT-Modell
mit Langlebigkeits- und Sterberisiken für die USA. Datenbasis sind die
Jahre 1933-2006 und Altersstufen 25-99 Jahre.
Perzentil u µˆ σˆ ςˆ ξˆ l
85 7,330 -0,424 3,400 4,532 0,265 -852,367
86 7,868 -0,499 3,476 3,801 0,360 -858,101
87 8,208 -0,462 3,591 3,925 0,359 -852,442
88 8,423 -0,384 3,669 4,104 0,348 -847,280
89 9,084 -0,347 3,796 3,654 0,417 -846,237
90 9,475 -0,391 3,937 3,844 0,416 -842,422
91 9,652 -0,477 4,029 4,359 0,375 -839,794
92 9,824 -0,564 4,190 5,139 0,311 -836,838
93 10,920 -0,520 4,276 4,528 0,395 -837,699
94 11,886 -0,467 4,459 4,405 0,441 -835,723
95 12,079 -0,467 4,582 5,984 0,326 -831,169*
Tabelle A.8.: Parameterschätzungen für verschiedene Schwellwerte im POT-Modell
mit Langlebigkeits- und Sterberisiken für Schweden. Datenbasis sind
die Jahre 1751-2007 und Altersstufen 25-92 Jahre.
κˆυ+3t = κˆ
υ+2
t −
∑
i,x(tDxi − tDˆυ+2xi )κˆυ+2t
−∑i,x(tDˆυ+2xi (κˆυ+2t )2) , αˆυ+3xi = αˆυ+2xi , βˆυ+3x = βˆυ+2x ,
βˆυ+3xi = βˆ
υ+2
xi , κˆ
υ+3
ti = κˆ
υ+2
ti
βˆυ+4xi = βˆ
υ+3
xi −
∑
t(tDxi − tDˆυ+3xi )βˆυ+3xi
−∑t(tDˆυ+3xi (βˆυ+3xi )2) , αˆυ+4xi = αˆυ+3xi , βˆυ+4x = βˆυ+3x ,
κˆυ+4t = κˆ
υ+3
t , κˆ
υ+4
ti = κˆ
υ+3
ti
κˆυ+5t = κˆ
υ+4
t −
∑
x(tDxi − tDˆυ+4xi )κˆυ+4t
−∑x(tDˆυ+4xi (κˆυ+4t )2) , αˆυ+5xi = αˆυ+4xi , βˆυ+5x = βˆυ+4x ,
βˆυ+5xi = βˆ
υ+4
xi , κˆ
υ+5
ti = κˆ
υ+4
ti
mit tDˆυxi = tlxi · exp(αυxi + βυxκυt + βυxiκυti).
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KQ, Beobachtungen 1–282
Abhängige Variable: ln(EER)
Koeffizient Std. Fehler t-Quotient P-Wert
Konstante ln(γ) −1,3879 0,1367 −10,1506 0,0000
ln(PFL) 0,3468 0,0279 12,4230 0,0000
ln(CEL) 0,6026 0,1121 5,3744 0,0000
D (Life Security) −0,8677 0,1731 −5,0110 0,0000
R2 0,542769 Korrigiertes R2 0,537835
F (3, 278) 110,0027 P-Wert(F ) 5,66e–47
Log-Likelihood −254,1518 Akaike-Kriterium 516,3036
Tabelle A.9.: KQ-Ergebnisse für erwartete Überrendite EER ohne Zyklusindikator
KQ, Beobachtungen 1–282
Abhängige Variable: ln(EER)
Koeffizient Std. Fehler t-Quotient P-Wert
Konstante ln(γ) −1,8742 0,2156 −8,6914 0,0000
ln(PFL) 0,3369 0,0277 12,1356 0,0000
ln(CEL) 0,5481 0,1122 4,8829 0,0000
D (Life Security) −0,9546 0,1735 −5,5011 0,0000
CIt 0,3757 0,1299 2,8913 0,0041
R2 0,556164 Korrigiertes R2 0,549755
F (4, 277) 86,77606 P-Wert(F ) 1,08e–47
Log-Likelihood −249,9595 Akaike-Kriterium 509,9189
Tabelle A.10.: KQ-Ergebnisse für erwartete Überrendite EER mit Zyklusindikator
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KQ, Beobachtungen 1–282
Abhängige Variable: Risikoaufschlag χ
Koeffizient Std. Fehler t-Quotient P-Wert
EL 1,3385 0,1756 7,6215 0,0000
ÊER 0,9527 0,0909 10,4711 0,0000
R2 0,801598 Korrigiertes R2 0,800889
F (2, 280) 565,6382 P-Wert(F ) 4,53e–99
Log-Likelihood 477,4951 Akaike-Kriterium −950,9902
Tabelle A.11.: KQ-Ergebnisse für den Risikoaufschlag mit den geschätzten Wer-
ten der erwarteten Überrendite (ohne Zyklusindikator) als erklärende
Variable
KQ, Beobachtungen 1–282
Abhängige Variable: Risikoaufschlag χ
Koeffizient Std. Fehler t-Quotient P-Wert
EL 1,2817 0,1575 8,1336 0,0000
ÊER 1,0492 0,0848 12,3627 0,0000
R2 0,821396 Korrigiertes R2 0,820758
F (2, 280) 643,8557 P-Wert(F ) 1,8e–105
Log-Likelihood 492,3173 Akaike-Kriterium −980,6347
Tabelle A.12.: KQ-Ergebnisse für den Risikoaufschlag mit den geschätzten Wer-
ten der erwarteten Überrendite (mit Zyklusindikator) als erklärende
Variable
U(%) M(%) EL(%) PFL(%) CEL(%) Prämie (bps)
EURIBOR +50 % des Basisszenario
70 60 0,0000 0,0000 1,2956 34
80 60 0,0245 1,3779 1,7822 39
90 60 0,9805 22,7655 4,3073 238
95 60 5,4502 52,6669 10,3486 1168
EURIBOR -50 % des Basisszenario
70 60 0,0000 0,0000 1,2257 34
80 60 0,0219 1,3779 1,5924 39
90 60 0,8245 22,7655 3,6220 206
95 60 4,4265 52,6669 8,4048 955
Tabelle A.13.: Risikoaufschläge bei variablem Altersaufbau und Veränderung des
EURIBOR
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Kapitel 3
Beweis: Gleichung 3.12:
Sei ∫ T
0
µx+τ,t+τdτ =
∫ t+T
t
µx−t+z,zdz.
Für fixe x wird ein Martingal M wie folgt definiert:
Mt := E
P (e−
∫ t+T
0
µx−t+z,zdz |Ft )
= e−
∫ t
0
µx−t+z,zdz · EP (e−
∫ t+T
t
µx−t+z,zdz |µx,t )
= e−
∫ 0
−t
µx+τ,t+τdτ G¯x(t, µx,t, T ) = g¯(t, µx,t),
für eine beliebige Funktion g¯ gemäß Doob’s Repräsentationstheorem und den
entsprechenden Voraussetzungen. Mittels der mehrdimensionalen Gleichung
von Itô’s Formel erhält man für g¯(t, µx,t)
dt := e−
∫ 0
−t
µx+τ,t+τdτ
[{
−h′G¯+ ∂
∂t
G¯+ λ
∂
∂µ
G¯+
1
2
σ2
∂2
∂µ2
G¯
}
dt
+σ
∂
∂µ
G¯dWt
]
.
h(t) := − ∫ 0−t µx+τ,t+τdτ und h′ sind die Ableitungen, falls diese existieren.
Da es sich bei Mt um ein Martingal handelt, ergibt sich
∂
∂t
G¯+ λ
∂
∂µ
G¯+
1
2
σ2
∂2
∂µ2
G¯− h′G¯ = 0
mit der Grenzbedingung G¯x(T, µ, T ) = 1.
Kapitel 4
Likelihoodfunktion des Modells von Lin und Cox (2008)1
Mittels logarithmieren beider Seiten der Gleichung 4.2 erhält man
log qt+h = log q˜t + (α− σ2/2)h+ σ∆Wt + logΥt+h,
1 aus Abschnitt 4.2.1
248
B. Anhang: Herleitungen und Formeln
wobei ∆ die Veränderung von [t, t+h] kennzeichnet. Jetzt sei Zt = ∆ log qt definiert,
was zu
Zt = log qt+h − log qt
= (α− σ2/2)h+ σ∆Wt + logΥt+h − log Υt
führt. Die bedingte Verteilung von Zt gegeben Ft wird notiert mit Zt|Ft. Beobach-
tungen des Mortalitätsfaktors κt liegen für T = h, 2h, ...,Kh vor.
Wenn sich kein Mortalitätssprung während der Periode [t − h, t] und [t, t + h]
ereignet, ist Υt = Υt+h = 1 und Zt|Ft normalverteilt mit dem Mittelwert Mnn =
(µ − 1
2
σ2)h und der Varianz S2nn = σ
2h. Tritt ein Ereignis in der Periode [t − h, t]
nicht aber in [t, t+h] ein, dann ist Υt = exp(m+ sUt) und Υt+h = 1. In diesem Fall
ist Zt|Ft normalverteilt mit dem Mittelwert Myn = (µ− 12σ2)h−m und der Varianz
S2yn = σ
2h+s2. In diesem Zusammenhang bestehen noch zwei weitere Möglichkeiten:
kein Ereignis in der Periode [t−h, t], dafür aber in [t, t+h] und jeweils ein Ereignis in
der Periode [t−h, t] und [t, t+h]. Abkürzend werden die bedingten Erwartungswerte
und Varianzen von Zt wie folgt zusammengefasst. Gegeben Ft ist bekannt, ob ein
Ereignis in der Periode [t − h, t] und [t, t + h] vorliegt. Sei nun nn der Index, falls
kein Ereignis eintritt, yn falls ein Ereignis in [t− h, t] nicht aber in [t, t+ h] eintritt,
und so weiter. Die Verteilungen für die jeweiligen Fälle können der nachfolgenden
Tabelle entnommen werden.
Ereignis E[Zt|Ft] V ar[Zt|Ft] Wahrscheinlichkeit
nn (µ− σ2/2)h σ2h (1− p)2
yn (µ− σ2/2)h−m σ2h+ s2 p(1− p)
ny (µ− σ2/2)h+m σ2h+ s2 (1− p)p
yy (µ− σ2/2)h σ2h+ 2s2 p2
Die Dichtefunktion von Zt, f(z) kann als Ausdruck der bedingten Dichtefunktion
von Zt|Ft, notiert mit f(z|Ft), beschrieben werden. Die bedingte Normalverteilung
lautet dann:
f(zt) = f(zt|Nt −Nt−h = 0, Nt+h −Nt = 0)× Pr(Nt −Nt−h = 0, Nt+h −Nt = 0)
+ f(zt|Nt −Nt−h = 1, Nt+h −Nt = 0)× Pr(Nt −Nt−h = 1, Nt+h −Nt = 0)
+ f(zt|Nt −Nt−h = 0, Nt+h −Nt = 1)× Pr(Nt −Nt−h = 0, Nt+h −Nt = 1)
+ f(zt|Nt −Nt−h = 1, Nt+h −Nt = 1)× Pr(Nt −Nt−h = 1, Nt+h −Nt = 1)
=
1√
2πSnn
exp
(
−(zt −Mnn)
2
2S2nn
)
× (1− p)2
+
1√
2πSyn
exp
(
−(zt −Myn)
2
2S2yn
)
× p(1− p)
+
1√
2πSny
exp
(
−(zt −Mny)
2
2S2ny
)
× (1− p)p
+
1√
2πSyy
exp
(
−(zt −Myy)
2
2S2yy
)
× p2.
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Allgemein liegen K − 1 Beobachtungen für zt von Zt = log qt+h − log qt vor. Die
Korrelation zwischen den zt’s ist null, außer wenn ein Ereignis eintritt. Die Wahr-
scheinlichkeit für ein Ereignis ist für Lin und Cox (2008) sehr niedrig. Bezogen auf
historische Daten liegt die Korrelation hervorgerufen durch Katastrophen innerhalb
der Likelihoodfunktion bei -0,005. Daher wurde hier Unabhängigkeit als Approxi-
mation unterstellt und die Parameter µ, σ, m, s und p mittels Maximierung der
Log-Likelihood für die Beobachtungen z1, z2, ..., zk−1 geschätzt. Die Likelihoodfunk-
tion lautet
L =
K−1∏
t=1
f(zt).
Mittels logarithmieren obiger Gleichung erhält man
logL = log
K−1∏
t=1
f(zt) =
K−1∑
t=1
log f(zt)
=
K−1∑
t=1
log

1∑
j=0
1∑
l=0
f(zt|Nt −Nt−h = j,Nt+h −Nt = l)
×Pr(Nt −Nt−h = j,Nt+h −Nt = l)}
=
K−1∑
t=1
log
{
1√
2πSnn
exp
(
−(zt −Mnn)
2
2S2nn
)
× (1− p)2
+
1√
2πSyn
exp
(
−(zt −Myn)
2
2S2yn
)
× p(1− p)
+
1√
2πSny
exp
(
−(zt −Mny)
2
2S2ny
)
× (1− p)p
+
1√
2πSyy
exp
(
−(zt −Myy)
2
2S2yy
)
× p2
}
.
Likelihoodfunktion des Modells mit permanenten
Sprungeffekten2
Das Modell mit permanenten Sprungeffekten kann vereinfacht wie folgt dargestellt
werden:
κt+1 = κt + µ− pm+ σZt+1 +Υt+1Nt+1.
Sei nun
zt = κt+1 − κt = µ− pm+ σZt+1 +Υt+1Nt+1.
Wenn Nt+1 = 0, ist die Variable zt|(Nt+1 = 0) normalverteilt mit dem Mittelwert
Mn = µ − pm und der Varianz S2n = σ2. Wenn dagegen Nt+1 = 1, ist die Va-
riable zt|(Nt+1 = 1) zwar ebenfalls normalverteilt allerdings mit dem Mittelwert
My = µ+ (1− p)m und der Varianz S2y = σ2 + s2.
2 aus Abschnitt 4.2.2
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Die Dichtefunktion von zt, gekennzeichnet mit f(zt), kann als bedingte Wahr-
scheinlichkeit wie folgt geschrieben werden:
f(zt) = f(zt|(Nt+1 = 0)Pr(Nt+1 = 0) + f(zt|(Nt+1 = 1)Pr(Nt+1 = 1)
=
1√
2πSn
exp
(
−(zt −Mn)
2
2S2n
)
× (1− p) + 1√
2πSy
exp
(
−(zt −My)
2
2S2y
)
× p.
Falls eine Zeitreihe mit K Beobachtungen von κt vorliegt, können K − 1 Werte
für zt ermittelt werden. Die Log-Likelihoodfunktion ergibt sich deshalb zu
K−1∑
i=1
lnf(zi) =
K−1∑
i=1
ln
(
1√
2πSn
exp
(
−(zt −Mn)
2
2S2n
)
(1− p)
+
1√
2πSy
exp
(
−(zt −My)
2
2S2y
)
p
)
.
Likelihoodfunktion des Modells mit vorübergehenden
Sprungeffekten3
Im Abschnitt 4.2.2 wurde die Veränderung des Mortalitätsfaktors in den Gleichungen
4.6 und 4.7 wie folgt definiert:
zt = µ+ σZt+1 +Υt+1Nt+1 −ΥtNt,
zt+1 = µ+ σZt+2 +Υt+2Nt+2 −Υt+1Nt+1
zt ist unabhängig von zt+1, wenn Nt+1 = 0. Falls allerdings zu einem beliebigen
Zeitpunkt Nt+1 = 1, dann ist zt mit zt+1 korreliert aufgrund des Terms Υt+1. Mittels
bedingter ML-Methode (CMLE) kann die Likelihoodfunktion wie folgt geschrieben
werden:
f(z1, z2, . . . , zk−1) = f(zk−1|z1, z2, . . . , zk−2)f(z1, z2, . . . , zk−2)
= f(zk−1|zk−2)f(zk−2|z1, z2, . . . , zk−3)f(z1, z2, . . . , zk−3)
= f(zk−1|zk−2)f(zk−2|zk−3) . . . f(z2|z1)f(z1).
Zur Vereinfachung wird wie häufig die Log-Likelihoodfunktion gebildet.
lnf(z1, z2, . . . , zk−1) = lnf(zk−1|zk−2) + lnf(zk−2|zk−3) . . .+ lnf(z2|z1) + lnf(z1)(B.1)
Nun werden die beiden Terme f(zt+1|zt) und f(z1) einzeln abgeleitet. Im Folgen-
den müssen einige Fälle unterschieden werden. Falls Nt+1 = 0, dann ist zt+1 =
µ+ σZt+2 +Υt+2Nt+2.
Die Variable zt+1|(Nt+1 = 0, Nt+2 = 0) ist normalverteilt mit Mittelwert Mnn = µ
und Varianz S2nn = σ
2.
Die Variable zt+1|(Nt+1 = 0, Nt+2 = 1) ist normalverteilt mit Mittelwert Mny =
3 aus Abschnitt 4.2.2
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µ+m und Varianz S2ny = σ
2 + s2.
Bei Nt+1 = 1 erhält man nach Umstellen
zt+1 = −zt + 2µ+ σ(Zt+1 + Zt+2) + Υt+2Nt+2 −ΥtNt.
Liegt im Jahr t und t+ 2 kein Mortalitätssprung vor, ist die Variable zt+1|(zt, Nt =
0, Nt+1 = 1, Nt+2 = 0) normalverteilt mit Mittelwert Mnyn = −zt + 2µ und Varianz
S2nyn = 2σ
2.
Gleichermaßen ist zt+1|(zt, Nt = 1, Nt+1 = 1, Nt+2 = 0) normalverteilt mit Mittel-
wert Myyn = −zt + 2µ−m und Varianz S2yyn = 2σ2 + s2.
Die Variable ist zt+1|(zt, Nt = 0, Nt+1 = 1, Nt+2 = 1) normalverteilt mit Mittelwert
Mnyy = −zt + 2µ+m und Varianz S2nyy = 2σ2 + s2.
Die Variable ist zt+1|(zt, Nt = 1, Nt+1 = 1, Nt+2 = 1) normalverteilt mit Mittelwert
Myyy = −zt + 2µ und Varianz S2yyy = 2σ2 + 2s2.
Die bedingte Dichtefunktion von zt+1|zt, bezeichnet durch f(zt+1|zt), kann wie folgt
beschrieben werden:
f(zt+1|zt) = f(zt+1|Nt+1 = 0, Nt+2 = 0)Pr(Nt+1 = 0, Nt+2 = 0)
+f(zt+1|Nt+1 = 0, Nt+2 = 1)Pr(Nt+1 = 0, Nt+2 = 1)
+f(zt+1|Nt = 0, Nt+1 = 1, Nt+2 = 0)Pr(Nt = 0, Nt+1 = 1, Nt+2 = 0)
+f(zt+1|Nt = 1, Nt+1 = 1, Nt+2 = 0)Pr(Nt = 1, Nt+1 = 1, Nt+2 = 0)
+f(zt+1|Nt = 0, Nt+1 = 1, Nt+2 = 1)Pr(Nt = 0, Nt+1 = 1, Nt+2 = 1)
+f(zt+1|Nt = 1, Nt+1 = 1, Nt+2 = 1)Pr(Nt = 1, Nt+1 = 1, Nt+2 = 1)
=
1√
2πSnn
exp
(
−(zt+1 −Mnn)
2
2S2nn
)
× (1− p)2
+
1√
2πSny
exp
(
−(zt+1 −Mny)
2
2S2ny
)
× p(1− p)
+
1√
2πSnyn
exp
(
−(zt+1 −Mnyn)
2
2S2nyn
)
× p(1− p)2
+
1√
2πSyyn
exp
(
−(zt+1 −Myyn)
2
2S2yyn
)
× p2(1− p)
+
1√
2πSnyy
exp
(
−(zt+1 −Mnyy)
2
2S2nyy
)
× p2(1− p)
+
1√
2πSyyy
exp
(
−(zt+1 −Myyy)
2
2S2yyy
)
× p3.
Die Variable z1|(N1 = 0, N2 = 0) ist normalverteilt mit Mittelwert Mˆnn = µ und
Varianz Sˆ2nn = σ
2.
Die Variable z1|(N1 = 1, N2 = 0) ist normalverteilt mit Mittelwert Mˆyn = µ − m
und Varianz Sˆ2yn = σ
2 + s2.
Die Variable z1|(N1 = 0, N2 = 1) ist normalverteilt mit Mittelwert Mˆny = µ + m
und Varianz Sˆ2ny = σ
2 + s2.
Die Variable z1|(N1 = 1, N2 = 1) ist normalverteilt mit Mittelwert Mˆyy = µ und
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Varianz Sˆ2yy = σ
2 + 2s2.
Die Dichtefunktion von z1 bezeichnet durch f(z1) kann wie folgt beschrieben wer-
den:
f(z1) = f(z1|N1 = 0, N2 = 0)Pr(N1 = 0, N2 = 0)
+f(z1|N1 = 1, N2 = 0)Pr(N1 = 1, N2 = 0)
+f(z1|N1 = 0, N2 = 1)Pr(N1 = 0, N2 = 1)
+f(z1|N1 = 1, N2 = 1)Pr(N1 = 1, N2 = 1)
=
1√
2πSˆnn
exp
(
−(z1 − Mˆnn)
2
2Sˆ2nn
)
× (1− p)2
+
1√
2πSˆyn
exp
−(z1 − Mˆyn)2
2Sˆ2yn
× p(1− p)
+
1√
2πSˆny
exp
−(z1 − Mˆny)2
2Sˆ2ny
× (1− p)p
=
1√
2πSˆyy
exp
−(z1 − Mˆyy)2
2Sˆ2yy
× p2.
Einsetzen der Formel für f(zt+1|zt) und f(z1) in die Log-Likelihoodfunktion B.1 und
die gesuchten Parameter können numerisch berechnet werden.
Probability-weighted moments (PWM) und
L-Momenten-Methode
Hosking und Wallis (1987) haben gezeigt, dass für Stichproben mit weniger als
500 Beobachtungen die wahrscheinlichkeitsgewichtete Momenten-Methode (PWM=
probability weighted moments) verlässlichere Ergebnisse liefert als die ML-Schätzung.
Die wahrscheinlichkeitsgewichtete Momenten-Methode kann als eine Linearkombi-
nation von L-Momenten ausgedrückt werden, sodass Prozeduren, die auf PWM und
auf L-Momenten aufbauen, äquivalent sind (Hosking, 1990, S. 108). Da es sich zu-
dem bei der PWM-Methode um eine Verallgemeinerung der Momenten-Methode
handelt, wird im ersten Schritt die Momenten-Methode vorgestellt.
Momenten-Methode
Bei der Momenten-Methode werden die gesuchten Parameter in Abhängigkeit von
den Momenten der Verteilung ausgedrückt (das j-te Moment von X ist der Er-
wartungswert der j-ten Potenz von X). Anschließend werden diese theoretischen
Momente jeweils durch ihr empirisches Pendant ersetzt. Auf diese Weise erhält man
die Momentenschätzer. Das j-te Moment der GPD existiert für ξ < 1/j. Für den
Fall, dass sie existieren, gilt:
E(Y ) =
ς
1− ξ
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Var(Y ) =
ς2
(1− ξ)2(1− 2ξ) .
Nun ersetzt man E(Y ) durch y¯ = 1
Nu
∑Nu
i=1 yi und Var(y) durch S
2 = 1
Nu−1
∑Nu
i=1(yi−
y¯)2. Einsetzen der Schätzer in die obigen Gleichungen und Auflösen nach ξ und ς
ergibt die Momentenschätzer:
ξˆ =
1
2
(
1− y¯
2
S2
)
ςˆ =
y¯
2
(
1 +
y¯2
S2
)
Probability-weighted moments
Für eine ZV Y mit Verteilungsfunktion F sind die wahrscheinlichkeitsgewichteten
Momente (PWM) definiert als:
Mp,r,s = E(Y
p[F (Y )]r[1− F (Y )]s)
(Hosking, 1990, S. 108). Mp,0,0 ergibt den normalen Momentenschätzer. Oftmals
ist die PWM-Methode jedoch günstiger, da sie robuster gegenüber Ausreißern ist
und besonders für kleine Stichproben zuverlässigere Schätzungen liefert. Der Grund
dafür ist, dass extreme Werte herabgewichtet werden können. Für die Schätung der
Parameter ς und ξ der verallgemeinerten Paretoverteilung ist es günstig, p = 1 und
r = 0 zu wählen. Dies führt zu:
M1,0,s = E(Y [1− F (Y )]s) = ς
(s+ 1)(s+ 1− ξ) .
für ξ < 1.
Für s = 0 und s = 1 erhält man:
α0 =
ς
1− ξ α1 =
ς
2(2− ξ) .
Die GPD-Parameter können mithilfe der Momente α0 und α1 aus den folgenden
Gleichungen geschätzt werden:
ς =
2α0α1
α0 − 2α1 ξ = 2−
α0
α0 − 2α1 .
Auch bei der PWM-Methode erhält man die Schätzer ξˆ und ςˆ, indem man α0 und
α1 durch die empirischen Schätzer αˆ0 und αˆ1 ersetzt. Der unverzerrte Schätzer für
α1 ist:
αˆ1 =
1
Nu
Nu∑
j=1
Nu − j
Nu − 1yj
mit yj dem j- ten Element der Ordnungsstatistik der ZV Y . Für s = 0 ist M1,0,0 =
E(Y ) erfolgt keine Gewichtung. Daher kann α0 genauso wie bei der Momenten-
Methode durch y¯ geschätzt werden. In David und Nagaraja (2003) finden sich hierzu
detaillierte Ausführungen.
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